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BAB |
BILANGAN KOMPLEKS

A. PENGERTIAN BILANGAN KOMPLEKS

Bilangan kompleks merupakan perluasan dari system bilangan rea. Munculnya
bilangan kompleks ini dikarenakan adanya beberapa permasalahan, misanya penyelesaian dari
persamaan x> + 4 = 0 yang bukan merupakan anggota dari bilangan real. Oleh karena itu
diperlukan bilangan baru yang dinamakan bilangan kompleks

Untuk menjelaskan hal tersebut di atas, akan ditunjukkan skema bilangan sbb:

[ N

Bilangan Riil Bilangan Khayal

Bilangan Kompleks

~

(Imaginer)

S~

Bilangan Rasional

~

Bilangan Pecahan

Bilangan Irasional

~

Bilangan Bulat

\

Bilangan Bulat (+)

Bilangan Bulat (-) Bilangan Bulat 0

Dari gambar di atas dapat kita lihat bahwa bilangan kompleks merupakan bilangan
yang terdiri dari bilangan riil dan bilangan imaginer. Bilangan kompleks dilambangkan dengan z,
sehingga:

Z=X+Yi

dimanaa, b € R dengan b # 0 dan i merupakan satuan khayal bersifat i2=-1

Definisi 1.1 : Bilangan kompleks adalah bilangan yang terdiri dari x + yi , dimana x, y € R
dengan y # 0 dan i adalah satuan khayal/imaginer bersifat i* = -1

Himpunan bilangan kompleks (C) = {z/ z= x + i, dengan x,y€ R, y # 0 dan i* = -1}




Selanjutnya, xdinamakan bagian riil dari zdan ydinamakan bagian khayal dari z yang berturut-
turut dinyatakan dengan Re(z) dan Im(2).

Catatan:

e Bilangan bulat : bilangan yang terdiri dari bilangan cacah dan negatifnya.

e Bilangan pecahan adal ah bilangan yang dapat dinyatakan dalam bentuk a/b dengan
b0, a, beB, dan faktor persekutuan terbesar (FPB) dari adan b adalah 1. Contohnya:
2/3.-(5/7) dll.

e Bilangan Rasional : suatu bilangan yang dapat dibentuk menjadi desimal (berakhir) atau

bilangan yang dapat dinyatakan dalam bentuk a/b dengan b0, a, be B. Contohnya: -3,
-(21/7), dIl.

e Bilangan Irasional : suatu bilangan yang dapat dibentuk menjadi desimal (berulang)

e Bilangan Riil : suatu bilangan yang dapat dibentuk menjadi desimal seperti 3.2678

B. SIFAT-SIFAT BILANGAN KOMPLEKS
1. Jika Re(z) = 0 dan Im(z) # 0, mk. bilangan kompleks z disebut bilangan imaginer murni.
2. jikaR(z) = 0dan Im(z) = 1, maka bilangan kompleks z disebut satuan khayal/imaginer.
3. jika R(z) # 0 dan Im(z) = 0, maka bilangan kompleks z merupakan bilangan riil.
4. Kesamaan bilangan kompleks,
Misakanz; =x; +yii dan z, =X+ Y, |
z1= 2, jikadan hanyajikax; =x, dan y; =y»

C. OPERASI ALJABAR BILANGAN KOMPLEKS.
Misalkan z; = X1 + y1.i dan Misalkan z; = x; + y,.i
a) z1+Z=(Xa+X2) +i(y1+Y2)
b) z1-2=(X1-X2) +i(y1-Y2)

0 z1.Z2=(X1+iy1) . (Xo+iy2) = (X1 . X2 - Y1.Y2) +1 (X2.Y2 +X2.V¥1)




d)

Z1 _ X1. X3+ V1.V2 . X2.Y1— X1.YV2 .z
o2 X2t 22, 2#0 Kund =X
Z X2+t Y2 X2+ Y2 Z; 22

. SIFAT-SIFAT ALJABAR BILANGAN KOMPLEKS

Jika z,, z, dan z3 adalah bilangan kompleks, maka berlaku:
2:+2,€6 dan z;.2, €06 (sifat tertutup)
Ada0=0+i0€G , sehingga z+0=z (0 elemen netral penjumlahan)
Ada1=1+0€G6, sehinggaz . 1=z (lelemen netral perkalian)
Untuk setiap z=x+iy <6, adaz'=sehinggaz .z"'=
Untuk setiap z=x+iy <G, ada -z=-x-iy sehingga z+(-z)=0
Hukum komutatif :z; +z,=2,. 21
Hukum assosiatif :z; + (z22+23) = (z1 + 20)+ 23 , 21(22. Z3) = (21. 20)Z3
Hukum distributif : z; . (zo+ z3) = 21. 2, + 73. 73
Hukum kesekawanan (konjugat) : Jikaz =x +vyi , makakonjugat z : z =X - i
a 7z =z
b. Konjugat (z1 + z) = konj {(Xq + ya.i) + (X2 + y2.1)} = konj { (X1+ X2) + (y1 +Y2) i}
= (Xt X2) - (Y1t Y2 i = (Xi=X2) +(Y1-Y2) i = Z1 +2;
c. Konjugat (z; - zo) = konj { (X1 + ya.i) - (X2 + y2.1)} = konj {(X1- X2) + (Y1 - Y2) i}
= (X1=X2) - (Y1-Y2) I = (X1 - Y1d) - (X2 - Y21) = Z; - Z;
d. Konjugat (j—;) = jgdimanaz_z #0

x1+ V1. l) — kOﬂj (x1+ yl.iX Xy— yz.i)
Xo+ Vol Xo— Yo.l

= konj (

— k t {x1x2+ Y1Y2+X2Y1i—X1Y>. l} k {x1x2+ YiYz (X2Y1— X1Y2)-L }
x5+ y3 x5+ y3 x5+ y3
— X1X2+ Y1YV2 _ (x2y1— x1Y2).0 — X1X2+ Y1Y2—X2Y1.i4X1Y.0
x3+y3 x5+ Y3 X3+ y3

— (xX1=y1.0) (x24Y2.0) — (xX1—y1.0) —Z1
(X2t y2.0)(X2— ¥2.0)  (X2—Y2.) 73




e z+z7=2x f. z-Z =2yi g z.7 =xX+y’
1 , 1 1 x=y.i_ x=y. x

10.- =zt=——= oy X 2TV S
z x+yi x+yi x—-yi x2+y%2 x2+y2 x2+y2

11. 22 =x*-y* + 2xy. i

E. GRAFIK BILANGAN KOMPLEKS

Suatu bilangan kompleks dapat digambarkan dalam suatu bidang kompleks seperti
menggambarkan suatu titik pada bidang cartesius XY

MY (Imaginer)

X (Riil)

F. NILAI MUTLAK BILANGAN KOMPLEKS
Nilai mutlak atau absolut atau modulus bilangan kompleks didefinisikan sebagai jarak

antara zdan sumbu koordinat dan diberikan sebagai | z|=/x2 + y2

Y (Imaginer)

Z=X+yi

X (Riil)

X

Contoh : Diketahui z=-1—i , makamodulus dari z adalah |z| = /(—-1)2 — (-1)2=+2
Jika z,, z, adalah bilangan kompleks, maka berlaku :
o |z1.2;] = |z1|.| 2|

_ |zl

Z1
|Z2|

Z2

o |zy + z,| < |z4] + |2,



|z, + 25| > |z4] - |2,

Latihan: 1

. Selesaikan operasi-operasi aljabar dari bilangan kompleks dibawah ini:

a (83+4)+(3i-2=12-81-12-6=-18+4i
b. 3(-1+4i)—2(7—-i)=(-3+12i) - (14— 2i) =-17 + 14i
C. 3+2)(2-i1)=6+2+4i-3i=8+i

d 2-3i _2-3i _ 4-i _ 8-3-12i—-2i _ 5-14i
T4 4—i " 4—i 16—1 15
e i?=-1, %=, i*=1, i°=i, %=1
4+4i+2-1-3i

f. (2 - 1)2 {1—l+—}_(4+1 4i) (———) =(-3- 4|)(—
. Tunjukkan bahwa, jikaz =-1—i makaz’+2z+2=0
(-(1-i)>+2(-1-i)+2=0

1-1+2i-2-2i+2=0 - 0=0

. Tentukan bilangan riil x dany sehingga

2X—3yi +4xi—2y—-5-10i = (x +y +2) — (y —x + 3)i
(2x—2y—-5)+(4xi—3yi—10i))= x+y+2)—(y—x+3)i
(2x—2y-5)+(@x-3y-10)i= (x+y+2)—(y—x+3)i
2X-2y-5=x+ty+2 —> X -3y =7 -5x-15y=35
4 -3y—-10=y—-x+3 > 5x—4y=13 —» 5x — 4y =13
1ly=22 ->y=2 danx=1

i)=

. Jikadiberikan:z=1+ 2 danw = 3 - 4i, sederhanakan hasil operas ajabar bilangan

kompleks dibawah ini kedalam bentuk a + bi !

a 3z+iw

3(1+2) +i(3—4i)=(3+6i) (4+3i)=12—- 18 +24i +9i =-6 + 33

b. 2Z22-zw
2(1+2i)%— (1 + 2i) (3+4i)=(2+8i —8) — (-5 + 10i) = -1 -2i
w+z 1+2i+3—4i 4-20 8-12-4i-24i 1 7.

C. = - - = - = =-+-j
w—z 3—-41—1-21 2—-61 20 4 5




1—iz_ 1-i(1+2i)_ 1—i+2 _ 3—i _ —3—-1+i-3i _ —4-2i _

1+iz  1+i(1420) 1+i-2 —1+i 2 2

1+2i
3—-4i

)

= Im((1-2i)(-7-24i)) + 25i Re(>" + E499

25

e. Imzw?) +25i Re(%) = Im((1-2i)(3-4i)?) + 25i Re(

= Im(-55-10i) + 25i Re(% + 22—5i)

=-10 + 11i
5. Gambarkan bilangan-bilangan kompleks berikut kedalam diagram kartesius!
a z=3+4i C.z=-1+1i
b. z=1-i dz=2 -3i

6. Jkadiberikan z; = 8+6i dan z, = 3 - 4i tentukan modulus dari:

a |zi+2z] b. | z1- 22| c |z 2| dli_j

Untuk dicatat dan dipelajari dengan cer mat!

G. BENTUK POLAR (KUTUB) BILANGAN KOMPLEKS

Y (Imaniner)

X (Riil

0 X

Andaikan z = x + yi merupakan suatu titik P (x, y) pada bidang kompleks,
berdasarkan gambar diperoleh: x =rcos# dan y=rsin@,dimanar=./x2 + y?
= | x +yi| dinamakan modulus dari z = x + yi , ditulis mod z dan #dinamakan argumen
dari z,ditulisarg z = arc tn %yaitu menyatakan suatu sudut antara garis OP dengan sumbu
Xpositif (0 <arg z<2m). Sehinggaz =x+yi=rcosf +i.rsnfd =r(cosf +i.sinf) =r
cis 8 yang dinamakan bentuk kutub bilangan kompleks, dimana r dan 6 dinamakan
koordinat kutub.

Misal z; = ry (cos8; +isin6;) dan z, = ry(cosf, +isin 6,), makaberlaku :z;

+2521- 25 , Z1.2» danZ2 € bilangan komplek bentuk polar
Z2

Catatan: * Cos(a+b)=cosacosb-sinasinb* Sin(a+b)=sinacosb+ cosasinb



*Cos(a-b)=cosacosb+snasnb * Sin(a-b)=sinacosb-cosasinb

Diskusikan dan kerjakan secara berkelompok!

. Tentukan bentuk polar dari bilangan kompleks dibawah dan gambarkan grafiknyal

\/_

a 2+2V/3i—r=4,0=arctg == =60° — bentuk kutub : 4 (cos 60° + i.sin 60°)

b. -5+5 —r=5V2,0=arctg (_—5) = 135° — btk kutub : 5v/2 (cos 135° + i.sin 135°)
Buktikan bahwa
a z1tz,=(r1cosf; +r,cos6,)+(rysinf; +r,sin6,) i
b. z1-z,=(r,cosb; -r,cos0,) +(r1SiNB; -r2siN6,) i
C. 21.2x=r;(cosf, +isinB;) rp(cosH, +isinb,)
=ry.r2{(cos 6,.cos 6, -sin0,.sin6,) +1i. (sin 8,cos O, + cos B, sin B,)}

=r.rp{cos(6,+6,)+isin(6, +6,)}

d zy _rl(cos@B; +isin 91) 1 (cos@q+isinf;) (cosB,—1isinby)
"z, r2(cosf,+isinf,) 1, (cosB,+isinb,) ~ (cosB,—isin6y)

_ 11 cos 61.cos 65+ sin 04.sin 6, + i.(sin 6, cos O, — cos B4 sin 6;)

- €0520,+ sin20,

:— {cos (6, - 0,) +isin (6 - 6,)}
Diketahui zz=1+i , z=+3+i Tentukan:
a Mod (z1.2)) = Mod { (1 +i)(v/3 +i)} =Mod {(¥3 - 1) + (V3 +1)i}
:J(ﬁ - 1)2+ (V3 + 1)2= \/(3+1—2\/§)+(3+1+2\/3_)
=22
V3 +1 \/_+1

Arg (z1.22) = arctg. (f D) =arctg. (W X577 )= actg (

3 + 1+2\/—

)

= arctg (2++/3) =arctg (3,7321) = 75°

V3 41

Arg (z1.22) = arctg. (\/_ ) arct g(2 7321

0,7321

D) =arctg3,732= 75°

Arg (z1.22) = Argz; + Arg 22=arctgz+arctg\/i§ = 45°+30°= 75°

b. Mod (21) Mod (\1/_“) Mod (\1/_+1 ) = Mod (w)zl\/lod{(\@:l)_'_(\/i—l) 3

=Mod (0,683 + 0,183 i) = 1/0,6832 + 0,1832=,/0,5000 = 0,707



Arg (2—:) = arc tg (X2) = arc tg 0,268 = 15 °

0,683
Arg (z—:) =Argz;- Argz; = arctg % -arctg % 45° - 30°= 15°
Pangkat dan Akar dari Bilangan Kompleks
Perkalian dan Pemangkatan
Telah kita ketahui bahwa bilangan kompleks dalam bentuk kutub adalah z =r(cos 6 +i sin 6).
Jikaz; =ry(cos0;, +isin061) & z, =ry(cos 6, + i sin 62), makakita peroleh hasil perkalian
keduanya sebagai berikut :
Z1 Zo=[r1(cos 01 + i sin 61)][r2(cos 6, + i sin 6,)]
Z12,=r112[(COS 01 COS O, - SINB1SIN O7) +i (Sin 61 COS 6, + COS B3N 6)]
Z21Z,=r11p[cos (01 +62) +isin (01 +0))]
Dari hasil perkalian tersebut diperoleh:arg(z; z,) =61 + 0, = arg z;+ arg z,,
Misal dari hasil perkalian z; z, tersebut, ry r,=r; danb, + 6, =6y,
maka untuk zz = rar1(cos 01 + i sin 6;) diperoleh
21 2923 = (21 22) Z3 =1 r3[coS (O; + 63 ) +1 sin (6; + 03)]
=111 ror3[CoS (01 + 62 + 03) +1 8N (01 + 02+ 03)]
Jkaz,=z, = z3=zmaka
212523=7.zZz=r.r.r[cos(0 + 0+ 0) +i sin (0 + 6+ 0)] =r[cos 30 +i sin 30]
Pertanyaan :

Bagaimanakah jikakitaperkalikanzy z,. ..z, danzzzz--z=2"?

Jika diketahui:
Z1=r1(cos 01 +18N0;1),2,=r2(COSO2,+1SNOy), ....., Z,=r,(COSO, +i SN O), untuk n asli,

maka, diperoleh z; z, -+ za=ry ror - r[cOS (01 + O2++--+0,) + i SN (01 + O,+---+0,)] .

Akibatnyajika, z=r(cos 6 + i sin 0)

maka z" =r" (cosn0 +i sinno). untuknasii — disebut “Dalil De-Moivre”
CONTOH :

Hitunglah :(v3 -i)®

Jawab :
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1 1

Misalkan (V3 -i) =z, maka (V3 -i)-6:(\/§—i)6 _—

Z6
r=|z|=v3+1= 2 danf =arctg _T;(kuadran 4)
karena z di kuadran 1V, makad = arc tg% =330°
2= (/3 -i)®=2°(cos(6x330° +isin(6x 330°) =2°(cos 180° +i sin 180°)

=2°(-1+0)
:-26
- \-6 _ 1 _ 1 _1
W3 -i) TWE-De T 26 26

Contoh:

Akar Bilangan Kompleks
Andaikan w = p(cos¢ +i sing)adalah akar pangkat n dari bilangan kompleksz =r (cos 8 +
i sin 0), maka:

w'=z

p(cosd +i sing)"=r (cos O + isinH)

Dengan menggunakan teorema De’Moivre, diperoleh:
p(cosp +i sing)" = p"(cosng +i sinng)

Sehingga:
p"(cosng +i sinng) =r (cos @ + isin @) dan p"=r, np=0+2kn ,
n adalah bilangan asli 1,2, 3 ...... dan kadalah bilangan bulat 0, 1, 2, ....... (n-1)
Akibatnya:
1
o= ru dand) - 0+2km

n

Jadi akar pangkat n dari bilangan kompleksz=r (cos & + isin #)adaah:

1
w = p(cosp +i sing) = rn(cos 9+an + isin 22T

dimanak =0,1,2,3,:--,(n-1);berturut-turut untuk n =1, 2, 3, ...... n
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Dari persamaan w" = z, maka ada n buah akar berbeda yang memenuhi persamaan itu, dan n

akan membagi sudut 360° mennjadi n bagian sama besar.

0+2km
n

Dimana, 0< < 2m, sehingga diperoleh z;,2,,23,***,z, sebagai akar ke-n dari z.
CONTOH :

1. Tentukan himpunan penyelesaian dariv—25
Jawab :

misalvV—25 =w = p(cosp +i sing) dan-25 = z dapat ditulis z = 25 (cos 180°+ i sin180°)

Makaw = vz atau wl=z
p?(cos 2¢ +i sin 2¢)= 25(cos 180° + i sin 180°)
Sehinggap =5 dan ¢ = w
Jadii w = p(cosp +i sing) = 5(cos— "+ sinF 2T

Untuk k=0 - w =5 (cos— +i sin—) =5 (0 +i) = 5

Untukk=1-w= 5(cos¥+isin %):5(0_0:-5

Hp={5i, -5i}

2. Hitunglahm!
Misal 8+ 8V3i=zdan V8 +8v3i=w=p(cosp +i sin), makai/z =w = p(cosp +i sing)
Untuk z = 8 + 8V/3i diperolenr=+/64 + 192 = 16 dan 8 = arctg /3 = 60°
Jadi: z = 16(cos 60° + i sin 60°)
Dari ¥z =w dapat ditulisw* = z Dengan menggunakan dalil De-Moivre diperoleh

0+2km
4

p’(cosAd +i sindg) = 16(cos 60° + i sin 60°) sehingga p® =16 — p=2dan ¢ =
Untuk k = 0 — w1 = 2(cos 15° + i sin 15°) = 2(0,966 + 0,259.i) = 1,932 + 0,518 i
Untuk k = 1 — wy = 2(cos 105° + i sin 105°) = 2(-0,259 + 0,966.)) =-0,518 + 1,932 |
Untuk k = 2 — ws = 2(cos 195 + i sin 195°%) = 2(-0,259 - 0,966.i) = -0,518 — 1,932 |
Untuk k = 3 — w = 2(c0s 345° + i sin 345°%) = 2(0,966 - 0,259.) = 1,932 - 0,518 i

Jadi akar-akar dari 4\/ 8 + 8v3 i adadahw; = 1,932 + 0,518 :w, =-0,518 + 1,932 : W3
=-0,518-1,932i dan w;=-0,518+ 1,932
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3. Hitunglah 327 i

BAB 2
FUNGSI KOMPLEKS

A. Lingkungan Bilangan Kompleks
Sebelum membahas fungsi kompleks ,berikut ini diberikan beberapakonsep dan istilah
yang akan banyak digunakan dalam pembahasan selanjutnya. Misalkan z, adalah suatu titik
pada bidang datar dan r adalah bilangan real positif, maka:

» Lingkaran-r bagi z, (ditulis :N (zo, r) ),didefinisikan sebagai seluruh titik-titik z pada
bidang datar sedemikian sehingga |z — z,|<r. N (zo, r) merupakan cakram yang
berpusat zo berjari-jari r tetapi tidak termasuk kelilingnya.

Contoh : N(i , 1) adalah cakram yang berpusat pada i dengan jari-jari 1 tetapi tidak
termasuk kelilingnya (gambar 1).

» Lingkaran-r terhapus bagi z (ditulis: N* (zo, 1) ), didefinisikan sebagai seluruh titik-titik
z pada bidang datar sedemikian sehingga 0 <|z — zy|<r. N’ (zo, r) merupakan cakram
yang berpusat zy berjari-jari r tetapi tidak termasuk titik pusat dan kelilingnya.

Contoh : N* (i , 1) adalah cakram yang berpusat pada i dengan jari-jari 1 tetapi tidak
termasuk titik pusat dan kelilingnya (gambar 2).

> Lingkaran satuan (ditulis : |z| = 1)adalah lingkaran berjari-jari satu dan berpusat di titik

asal (gambar 3)

OV 1 OV \
Gambar: 1 Gambar: 2 Gambar: 3
N(i, 1) N'(i, 1) |z] =1

B. Fungs Kompleks dengan Domain Bilangan Kompleks
Misalkan S cC, fungs f pada S adalah suatu relasi yang memetakan setiap z € S
dengan tepat satu unsur w € C (dapat ditulis dengan w = f(2)).
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Daam hal ini:

» S=domain dari f (Df).

» z=variabel kompleks.

» w =nila fungs f padaz.

» himpunan yang anggotanya seluruh nilai fungs f pada z disebut sebagai range dari f (Rf).

Misalkan w = u + vi, dari w = f(z) dapat diperoleh u + vi = f(x + yi) maka masing-
masing bilangan riil u dan v bergantung pada variabel riil x dan 'y, sehingga w = f(z) dapat
dinyatakan sebagai pasangan terurut dari variabel riil x dany, yaitu:

f(z2) =w =u(x,y) + v(x,y) I.

Selanjutnya rumusan di atas dapat diilustrasikan pada gambar 4-
/\
Domain (S) w

Range=f(§c C
Gambar : 4 g ®

f:S—C

Dari z=x +vyi danw =1(2) = u(x, y) +i v(X, y), berarti Re(w) dan Im(w) masing-masing
merupakan nilai fungsi dengan dua variabel real x dany.

Apabilaz =r(cos 8 +i sin 8), sehinggaw =f(z) =f(r cos8 +ir sin ), makau dan v
bergantung pada variabel riil r dan 6, sehinggaw = f(z) dapat dinyatakan sebagai pasangan
terurut dari variabel riil rdan 8, yaitu:

f(z) =w =u(r,0) +v(r, 0) i

Contoh :
1. Tentukan nilai u dan v darif(z) = 22° - i!

Penyelesaian : Misal z = x +yi, makaw = f(z) = f(x +yi) = 2(x + yi)? —i
2(x% + 2xyi — y) —i
2X2 — 2y% + Axyi — i
2(x2 - y?) + (4xy — 1)i

Jadi u=2(x*~y?) danv=4xy-1

2. Jikaz=r(cos @ +i sin 0), tentukan nilai u dan v dari f(z) = Z* + i!
Penyelesaian : f(z) = 2% +i
f(r(cos @ +isin@)) = [r(cos @ + isinB)]? +i
=r? (cos* 6— Sin’0 +i 2SN oS B) + i
=r? (cos’ 60— sin’6) + r%i sin 20 + i
=r? (cos? 6 sin®6) + (r’sin 26 + 1) i



Jadi u = r? (cos? 8— sin’8) = r* cos 20 danv = (r’sin 26 + 1)
Catatan :

» sin2a=2sinacosa

> cos 2a = cos’a—sin’a=2cos’a—1=1-2sin’a

Misalkan w = f(z) = z* +3z.

a. Tentukan u dan v dalam x dan y!

b. Hitung nilai dari f padaz =1 + 3i!

c. Nyatakan u dan v secara umum dalam bentuk polar !

Penyelesaian :

a) Misal z=x +yi — w = (x + yi)? + 3(X + Vi)
=x%— y? + 2xyi + 3x + 3yi
= (X% +3x —y?) + (2xy + 3y) i

Jadi u=x?+3x —y*danv = 2xy + 3y

b) f(z) =w = (x*+3x—Vy?) + (2xy + 3y) i
f(1+3)=(1+3-9)+(21.3+33) | =-5+15i

¢) Misal z=r(cosé +isino)
f(r(cosf +isin@))=[r(cos@ + isinB)]?>+3r(cosh +ising)

=r?(cos’6—sin’d +i 2sinBcosB) +3rcosf +i 3sin o

=r?(cos’6—sin’f) + 3rcosh +ir’sin20 +i 3rsin @
= (r?cos 260 + 3r cos ) + (r’sin 26 + 3rsin 6) i

Jadi u=r?cos20 +3rcos@ danv=r’sin20 +3rsin @

. Jikaf(z) = 2x* +yi , Tentukan f(z) dalam bentuk z!
Penyel esaian:
Jkaz=x+yi makaz =x-yi
2

Z+Z
2
Dari x =2 dany === diperoleh f(z) = 225" + (59 i
_ 22+ 724227,  z—Z
A
— zz+z‘2+222‘+z;z'
2 2

Akibatnya: z+z =2x sehinggax =

dan z-z =2yi sehinggay =

14
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+

Z2 +2zZ7+z— Z)

I
|
—~
N
N
+

72+ z— Z)+zZ
. . _ . x=yi
5. Diketahui f(z) =x +yi + —— 52

a. Nyatakan f(z) dalam bentuk z
b. Tentukan nilai u danv
c. Tentukan nilan f(1 + 2i)

Penyelesaian :
a) Misal z=x +yi makax:Z;—Zdany:% sehingga

z+zZ ., ,z-Z
RASTR

_ . x-yi _z+zZ . ,zZ—2Z EE _ 1
=X +vyi+ S+ () + 22— =7+
f(Z) Xyl x2+ y2 2 ! ( 2i ) Z+Z z z
f@)=wax+yi+ 22 = x+ 22 L= (x+ =) (=2 -y)i
b) ( ) y x2+ yz x2+ yZ x2+ yZ y ( x2+ yz) (x2+ yZ y)
. x y
=X + = -
Jadi u=x x2+y2dan VEaie Y
1 . . 1 . 1-2i 5+10i+1-2 6 8.
c f@=z+- - f1+2)=1+2i+t+—— = 1+2i + = = -+
z 1+2i 5 5 5 5

6. Jikaw =f(2) = ——, Tentukan :
a f(O),f@i),f(1+1i)
b. Nilai z, sehinggaf(z) =i
c. Nilai z, sehinggaf(z) =2 - 3i

Penyelesaian:
_0+2 _ 2 _
a 1(0)= 20-1 -1 2
(i) = i+2 _ i+2 (1420 _ ~(i+4i+2-2) _ =5i _5 .
T 2i-1 —(1-20) " —(1+20) 1+2 T3 3
f(1+i) — 1+l.+2 — 3+i 1—21' — 3+2—-6i+i — 5—-61 — E_ i
2+2i—-1 1+21 1-2i 1+2 3 3
. _ . _ x+yi+2 _ , — oy s
b. Misal z=x+yi makaf(z) = Tyl 17X +yi+2=2Xi—-2y-i
— (2+x) + yi =-2y + (2x -1)i
—2y+x=-2
y-2x =-1

5x=0—-x=0, y=-1 Jadiz=-i

c. Misa z=x +yi makaf(z) :%

— (2+x) + yi = (4x+6y-2) + (4y-3) i

=2-3i — x + yi + 2 = 4X-6i+4yi+6y-2+3i



—2+x=4x+6y—-2 dan y=4y-3

— 3x+6y=4
y=3
3X =-2 —>x=-§y=l Jadiz=-§+i
BAB Il
LIMIT FUNGS

C. Pengertian Limit Fungsi
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» Limit fungss menggambarkan seberapa jauh nilai sebuah fungsi akan berkembang

apabila variabel di dalam fungs tersebut terus menerus berkembang mendekati suatu

titik tertentu.

> Jika f(x) mendekati L ketika variabel x mendekati a (a dan L adalah suatu konstanta),
maka L disebut limit dari nilai fungsi f pada x untuk x mendekati a

» Limit merupakan salah satu pengetahuan dasar untuk memahami integral dan

diferensial. Limit dapat digunakan untuk menjelaskan pengaruh variabel fungsi

yang bergerak mendekati suatu titik terhadap fungsi tersebut.

D. Pengertian Limit Fungsi Kompleks

Jika diberikan suatu fungsi f yang terdefinisi pada daerah S c C dan zo€ S c C, maka:

a lim,, f(z) = LJikadanhanyajikauntuk setiap ¢ > 0 terdapat 6 > 0 sehinggajika

0 <[z - 2o|<8 berlaku| f(z) — L| <e

b. lim,_ , f(z) = LJkadanhanyajikauntuk setigp Lingkungan N(L, ¢) terdapat
Lingkungan terhapus N'(zo, ) sehinggajikaz € {N"(zo, §)n S} berlaku f(z) € N(L, €)

z%+1

Contoh 1: Hitunglah limzﬁiz—_i

(z+1)

D lim, (2 + i) = 2i

2
. z°+1 .
Jawab :lim,_; —— = lim,_;

2z%-32-2 _

z—2

Contoh 2: Buktikan bahwa: lim,_,, 5
Penyelesaian : Bukti
Misal ditentukan £> 0, akan dicari 6> 0 sedemikian sehingga:

jika0 <|z - 218 berlakufZ =2~ 5 <¢, untuk z # 2

Dari persamaan kanan diperoleh: |ZZZZ__3ZZ_2 —Blce > |

(2z+1)(z-2)

—5|<e



— |22+ 1-5|<¢
o 2(z-2)|e
o z-2<E

2

&

Dari hal tersebut di atas menunjukkan bahwa § telah diperoleh yaitu § = -

2

Jadi jikadiberikan £> 0, makaterdapatd = §> 0 sehinggaz #2

Jika 0<|z - 2|<6 = g berlaku|zzz_#— 5| <e

7
2z%2-3z-2 _

z—-2

Terbukti bahwa lim,_,, 5

Contoh 3:Diketahui lim,, ==~ , £=01 Tentukan &
Penyelesaian: akan dicari §>0 sedemikian sehinggajika0<|z — 1|<§ maka |; - §|<s
Dari bagian kanan diperoleh E — §|<e<—> |$| <e

o Mzl

—|lz—1|<2¢

Berati §=2¢=2.0,1=0,2

Contoh 4:Misalkan f(2) =< , |z|< 1, buktikan lim,_, f(2) = 5

Penyel esaian:
Misal ditentukan £> 0, akan dicari 6> 0 sedemikian sehingga:

jika0 <z - 1|8 berlaku|%z _ §'| <e,
Dari persamaan kanan diperoleh: |%Z—é|<e<—> |‘(Zz—_1)| <e
© MQ&*
—|z—1|<2¢

Dari hal tersebut di atas menunjukkan bahwa § telah diperoleh yaitu §= 2¢
Jadi jikadiberikan >0, makaterdapatd =2 €> 0 sehingga

Jka 0<|z-1]<8 = 2 berlaku - Jj<e
Terbukti bahwa lim, _, f(2) =
f(2)—f(20)

Z— Zy

Contoh 5:Jikaf(z) = 32° + 2z, Tentukan lim,_,,

Penyel esaian:
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f(@)—f(z0) =lim 32242z —325—22,

. 3(z—20)(2+20)+2(z—2¢)_ .
. 252 =lim,_,,, =0 ®=1lim,_,; 3(z + zy)+2

Z— Zy Z— 2o

lim,; 3(z + 20)+2=3(20 + 2o) +2 =625 + 2

lim,_,,

Contoh 6:Misakan f(z) = g , buktikan lim,_,, f(z) tidak ada.
E. TeoremalLimit Fungsi Kompleks:
1. Diberikan fungsi kompleksf dan g yang terdefinisi pada daerah S ¢ C dengan zo€ S’
Jkalim,_,, f(z) = L dan lim,,, g(z) = M, maka
) lim, . (f(z2) +g9(z) =L+M
b) lim, ., (f(z) —g(z)) =L-M
0 lim, ., (f(2).9(z) =LM

e lim,,, k.f(z) =kL, keC
f)lim,_, , k = k, k: konstanta
2. Diberikan f(z) = u(x,y) + v(x,y)i terdefinisi padadaerah S c C denganzo = (x +vyi) € S’
Maka lim, _, ,, f(z) = A + Bi jikadan hanyajikalim ) - u(xy) = A dan
limyy) s@p V(X y) =B
atau
Misalkan z = x+yi dan f(z) = u + vi dengan domain S c C. Titik zo= (X0, + Yo i) €S c C
Maka lim,_,, f(z) = Xo + Yo i Jka dan hanya jikalim,_ , u(x,y) = Xo dan

limz—>zo ‘U(X, y) = Do

Contoh 7:  Hitung lim,_4;)(z* — 5z + 10)
Penyelesaian : dengan menggunakan teorema limit diperoleh :
lim,, (144 (2% = 5z + 10) = limy 44y 22 - Ty gy 52 + limy_, (y44) 10
= (1+i)>-5(1+i) + 10
= 1+2i-1-5-5i +10
= 5-3i
F. FUNGSI KONTINU



19

Suatu fungsi f dikatakan kontinu pada zo jikalim,_,, f(z) =f (zo)

Definis tersebut mensyaratkan tiga hal, antaralain:

1) jikalim,,, f(z) ada

2) f(z0) ada

3) jikalim,_,, f(2) =f (20)

. TURUNAN FUNGSI KOMPLEKS

Jika diberikan fungsi f terdefinisi padadaerah S c C dan zpe S.makaturunan fungsi f pada zo
dapat didefinisikan dengan:
f(2)—f (20)

Z— Zy

f(z+ Az)—f(2p)
Az

f4(z0) = lim,_,,, =limp,_,q , berlaku jika limit tersebut ada.

» Jikaf(z) = k, untuk setiap z c C dengan k adalah suatu konstanta, maka f ‘(z) =0
» Jikaf(z) =z, untuk setigpz < C, maka f‘(z) =0

> Jikaf(z) = 2" untuk setiap z c C, maka f ‘(z) = n.z"*

Contohl:

Buktikan f(z) = Z° terdifferensiasi diseluruh G

Bukti :

Ditinjau sebarang titik z,e6

f(2-1(z)

f (20):152 z> 2,
_im 2%
2%, 72— 27
i (242)(2-2,)
27, z-2,
=2z,

K arena z, sebarang maka f(z) = z° terdefferensialdi seluruh G



