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       BILANGAN KOMPLEKS 
 

 

  

 

Dengan memiliki sistem bilangan real ℝ saja kita tidak dapat menyelesaikan 

persamaan ݔଶ  + 1 = 0. Jadi disamping bilangan real kita perlu bilangan jenis baru. 

Bilangan jenis baru ini dinamakan bilangan imajiner atau bilangan kompleks. 

 
I. BILANGAN KOMPLEKS DAN OPERASINYA 

Definisi 1.1 

Bilangan kompleks adalah bilangan yang berbentuk:  

+ ࢇ  + ࢇ atau ࢈  dan ܾ bilangan real dan ݅ଶ ܽ ,࢈   = – 1. 

 
Notasi 

Bilangan kompleks dinyatakan dengan huruf ݖ, sedang huruf ݔ dan ݕ 

menyatakan bilangan real. Jika ݖ = + ݔ   menyatakan sembarang bilangan ݕ݅ 

kompleks, maka ݔ dinamakan bagian real dan ݕ bagian imajiner dari ݖ. Bagian real 

dan bagian imaginer dari bilangan kompleks ݖ biasanya dinyatakan dengan Re(ݖ) dan 

Im(ݖ). 

 
II. OPERASI HITUNG PADA BILANGAN KOMPLEKS 

Definisi 2.1  

Bilangan kompleks ݖଵ = ଵݔ + ଶݖ ଵ dan bilangan kompleksݕ݅ = ଶݔ +  ଶ dikatakanݕ݅

sama, ݖଵ = ଵݔ ଶ, jika dan hanya jikaݖ = ଵݕ ଶ danݔ =   .ଶݕ

 
Definisi 2.2  

Untuk bilangan kompleks ݖଵ = ଵݔ + ଶݖ  ଵ danݕ݅ = ଶݔ +  ଶ jumlah dan hasil kaliݕ݅

mereka berturut-turut didefinisikan sbb: 

ଵݖ   + ଶݖ  = ଵݔ)  + (ଶݔ  + ଵݕ)݅  +  (ଶݕ

ଵݖ    • ଶݖ   = (ଶݕଵݕ– ଶݔଵݔ)   + ଶݕଵݔ)݅  +  (ଵݕଶݔ

1 
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Himpunan semua bilangan kompleks  diberi notasi ℂ 

Jadi ℂ  = {ݖ | ݖ = + ݔ  ݔ,ݕ݅  ∈ ℝ,ݕ ∈ ℝ} 

 
Jika Im(ݖ) = 0 maka bilangan kompleks ݖ menjadi bilangan real ݔ, sehingga 

bilangan real adalah keadaan khusus dari bilangan kompleks, sehingga ℝ ⊂ ℂ . Jika 

Re(ݖ) = 0 dan Im(ݖ) ≠ 0, maka ݖ menjadi ݅ݕ dan dinamakan bilangan imajiner 

murni. Bilangan imajiner murni dengan ݕ = 0, yakni bilangan ݅, dinamakan satuan 

imajiner. 

 
Sifat-sifat lapangan bilangan kompleks  

Himpunan semua bilangan kompleks bersama operasi penjumlahan dan 

perkalian (ℂ , +,•) membentuk sebuah lapangan (field). Adapun sifat-sifat lapangan 

yang berlaku pada bilangan kompleks z1,z2 dan z3 adalah sebagai berikut: 

ଵݖ .1 + ଶݖ ∈ ℂ  dan ݖଵ  • ଶݖ  ∈ ℂ (sifat tertutup) 

ଵݖ .2 + ଶݖ = ଶݖ + ଵݖ ଵ danݖ  • ଶݖ  = ଶݖ  • ଵݖ   (sifat komutatif) 

ଵݖ) .3 + ଷݖ+(ଶݖ = ଵݖ + ଶݖ) + ଵݖ) ଷ) danݖ • (ଶݖ • ଷݖ = ଵݖ • ଶݖ) •  ଷ)  (sifatݖ

assosiatif) 

ଵݖ .4 • ଶݖ) + (ଷݖ = ଵݖ  • ଶݖ  + ଵݖ  •  ଷ (sifat distribtif)ݖ 

5. Ada 0 = 0 + ݅0 ∈ ℂ , sehingga ݖ + 0 =  (elemen netral penjumlahan 0)  ݖ

6. Ada 1 = 1 + ݅0 ∈ ℂ , sehingga ݖ • 1 =  (1elemen netral perkalian) ݖ

7. Untuk setiap ݖ = ݔ + –  ℂ, ada ݕ݅ ݖ =– –ݔ ݖ  ℂ, sehingga ݕ݅ + (– (ݖ = 0  

8. Untuk setiap ݖ = ݔ + ଵିݖ  ℂ, ada ݕ݅ =  ଵ
௭
     sehingga ݖ • ଵିݖ = 1. 

dengan, ଵିݖ =
1
 ݖ

                          =
1

ݔ +  ݅ݕ

                          =
1

ݔ + ݅ݕ .
ݔ − ݅ݕ
ݔ −  ݅ݕ

                          =
ݔ − ݅ݕ
ଶݔ +  ଶݕ

ଵିݖ                    =
ݔ

ଶݔ + ଶݕ −
ݕ

ଶݔ + ଶݕ ݅ 

 
Tugas: Buktikan sifat-sifat 1 – 8 menggunakan definsi yang telah diberikan. 
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Contoh 2.1 

1. Jika ݖଵ = ଵݔ + ଶݖ  ଵ danݕ݅ = ଶݔ + ଵݖ :ଶ, buktikan bahwaݕ݅ − ଶݖ = ൫xଵ – xଶ൯ +

i(yଵ – yଶ)  

2. Diketahui: ݖଵ = 2 + 3݅ dan ݖଶ = 5– ݅. Tentukan ݖଵ ,ଶݖ +  , ଶݖ – ଵݖ  ଶ, danݖଵݖ
௭భ
௭మ

 

 
III. KOMPLEKS SEKAWAN  

Jika ݖ = + ݔ   ݖ bilangan kompleks, maka bilangan kompleks sekawan dari ݕ݅ 

ditulis ̅ݖ  , didefinisikan sebagai ̅ݖ =  (x, – y) =  x –  iy. 

 
Contoh 3.1 

Sekawan dari 3 +  2݅ adalah 3 –  2݅ , dan sekawan dari 5݅  adalah – 5݅.  

 
Operasi aljabar bilangan kompleks sekawan di dalam himpunan bilangan 

kompleks memenuhi sifat-sifat berikut :  

 
Teorema 3.1 

a. Jika ݖ bilangan kompleks, maka : 

̿ݖ .1 =  ݖ

ݖ .2 + ̅ݖ = 2Re(ݖ) 

ݖ .3 − ̅ݖ = 2Im(ݖ) 

ݖ .4 • ̅ݖ = [Re(ݖ)]ଶ + [Im(ݖ)]ଶ 

b. Jika ݖଵ,  :ଶ bilangan kompleks, makaݖ

ଵݖ .1 + ଶതതതതതതതതതݖ = ଵഥݖ + ଶഥݖ  

ଵݖ .2 − ଶതതതതതതതതതݖ = ଵഥݖ − ଶഥݖ  

ଵݖ .3 • ଶതതതതതതതതݖ = ଵഥݖ • ଶഥݖ  

4. ቀ௭భ
௭మ
ቁതതതതത = ௭భതതത

௭మതതത
, dengan ݖଶ ≠ 0 

    
IV. INTERPRETASI GEOMETRIS BILANGAN KOMPLEKS  

 Karena ݖ = ݔ + ݖ dapat dinyatakan sebagai ݕ݅ = ,ݔ)  merupakan pasangan ,(ݕ

terurut bilangan real, maka ݖ dapat digambarkan secara geometri dalam koordinat 

Kartesius sebagai sebuah titik (ݔ,  diubah menjadi ݔ Pemberian nama untuk sumbu .(ݕ

sumbu Real dan sumbu ݕ diubah menjadi sumbu Imajiner. Bidang kompleks tersebut 

di beri nama bidang Argand atau bidang−ݖ. Jika kita hubungkan titik asal (0,0) 
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dengan titik (ݕ,ݔ), maka terbentuk vektor; sehingga bilangan kompleks ݖ = ݔ + ݕ݅ =

 Arti geometris dari penjumlahan dan .ݖ dapat dipandang sebagai vektor (ݕ,ݔ)

pengurangan bilangan kompleks dapat dilihat pada gambar berikut. 
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Tugas : 

Diketahui 1ݖ = 2 + 3݅ dan ݖଶ = 5– ݅. Gambarkan pada bidang kompleks (bidang 

argand) ݖଵ , ଶݖ  , ଵݖ ,ଶݖ + ଵݖ  − ଶݖ  , ଵഥݖ , ଶഥݖ , ଵഥݖ + ଶഥݖ , ଵഥݖ − ଶഥݖ      

 
V. MODULUS (NILAI MUTLAK) DARI BILANGAN KOMPLEKS  

Definisi 5.1   

Jika ݖ = ݔ  + = ݕ݅ |ݖ| ditulis ,ݖ bilangan kompleks, maka modulus dari (ݕ,ݔ)  =

ݔ| + |ݕ݅ = ඥݔଶ +   ଶݕ

 
Arti geometri dari modulus ݖ adalah merupakan jarak dari titik ܱ(0,0) ke 

ݖ = ,ݔ) ଵݖ Akibatnya, jarak antara dua bilangan kompleks .(ݕ = ଵݔ + ଵݕ݅  dan ݖଶ =

ଶݔ + ଶݕ݅   adalah ඥ(ݔଵ − ଶ)ଶݔ + ଵݕ) −  .ଶ)ଶݕ

 
Selanjutnya apabila ݖଵ = ଵݔ + |ଵݖ – ݖ| real positif, maka ݎ ଵ danݕ݅  =  merupakan ݎ 

lingkaran yang berpusat di titik ݖଵ dengan jari-jari ݎ. 

Bagaimanakah dengan |ݖ – |ଵݖ   < |ଵݖ – ݖ|   dan   ݎ   >  Gambarkanlah pada bidang ,ݎ 

  .ݖ

 
Teorema 5.1  

a. Jika ݖ bilangan kompleks, maka berlaku :  

ଶ|ݖ| .1 = ൫Re(ݖ)൯
ଶ

+ ൫Im(ݖ)൯
ଶ
 

|ݖ| .2 =  |̅ݖ|

ଶ|ݖ| .3 = ݖ •  ̅ݖ

|ݖ| .4 ≥ |Re(ݖ)| ≥ Re(ݖ) 

|ݖ| .5 ≥ |Im(ݖ)| ≥ Im(ݖ) 

b. Jika ݖଵ,  : ଶ bilangan kompleks, maka berlakuݖ

ଵݖ| .1 • |ଶݖ = |ଵݖ| •   |ଶݖ|

2. ቚ௭భ
௭మ
ቚ = |௭భ|

|௭మ|
 

ଵݖ| .3 + |ଶݖ ≤ |ଵݖ| +  |ଶݖ|

ଵݖ| .4 − |ଶݖ ≥ |ଵݖ| −  |ଶݖ|

ଵݖ| .5 − |ଶݖ ≥ ห|ݖଵ| −  ଶ|หݖ|
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Tugas : Buktikanlah teorema a di atas dengan memisalkan ݖ = ݔ +  kemudian ,ݕ݅

berdasarkan hasil a, buktikan juga teorema b !  

 
1. Akan dibuktikan |ݖଵ • |ଶݖ = |ଵݖ| •  |ଶݖ|

ଵݖ| • |ଶݖ = ଵݔ)| + (ଵݕ݅ • ଶݔ) +  |(ଶݕ݅

                = ଶݔଵݔ)| − (ଶݕଵݕ + ଶݕଵݔ)݅ +  |(ଵݕଶݔ

                = ඥ(ݔଵݔଶ − ଶ)ଶݕଵݕ + ଶݕଵݔ) +  ଵ)ଶݕଶݔ

                = ඥݔଵଶݔଶଶ + ଶଶݕଵଶݕ − ଶݕଵݕଶݔଵݔ2 + ଶଶݕଵଶݔ + ଵଶݕଶଶݔ −  ଶݕଵݕଶݔଵݔ2

                = ඥ(ݔଵଶ + (ଵଶݕ • ଶଶݔ) +  (ଶଶݕ

                = ඥ(ݔଵଶ + (ଵଶݕ • ඥ(ݔଶଶ +  (ଶଶݕ

                = |ଵݖ| •  |ଶݖ|

Jadi, terbukti |ݖଵ • |ଶݖ = |ଵݖ| •  |ଶݖ|

 

2. Akan dibuktikan ቚ௭భ
௭మ
ቚ = |௭భ|

|௭మ|
 

ฬ
ଵݖ
ଶݖ
ฬ = ฬ

ଵݔ + ଵݕ݅
ଶݔ + ଶݕ݅

.
ଶݔ − ଶݕ݅
ଶݔ − ଶݕ݅

ฬ 

        = ฬ
ଶݔଵݔ + ଶݕଵݕ
ଶଶݔ + ଶଶݕ

+ ݅
ଵݕଶݔ − ଶݕଵݔ
ଶଶݔ + ଶଶݕ

ฬ 

        = ඨ൬
ଶݔଵݔ + ଶݕଵݕ
ଶଶݔ + ଶଶݕ

൰
ଶ

+ ൬
ଵݕଶݔ − ଶݕଵݔ
ଶଶݔ + ଶଶݕ

൰
ଶ
 

        = ඨ
ଶଶݔଵଶݔ + ଶଶݕଵଶݕ + ଶݕଵݕଶݔଵݔ2 + ଵଶݕଶଶݔ + ଶଶݕଵଶݔ − ଶݕଵݕଶݔଵݔ2

ଶଶݔ) + ଶଶ)ଶݕ  

        = ඨ
ଵଶݔ) + .(ଵଶݕ ଶଶݔ) + (ଶଶݕ
ଶଶݔ) + .(ଶଶݕ ଶଶݔ) +  (ଶଶݕ

        =
ඥ(ݔଵଶ + (ଵଶݕ

ඥ(ݔଶଶ + (ଶଶݕ
 

        =
|ଵݖ|
 |ଶݖ|

Jadi, terbukti ቚ௭భ
௭మ
ቚ = |௭భ|

|௭మ|
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3. Akan dibuktikan |ݖଵ + |ଶݖ ≤ |ଵݖ| +  |ଶݖ|

0 ≤ ଶݕଵݔ) −  ଵ)ଶݕଶݔ

0 ≤ ଶଶݕଵଶݔ + ଵଶݕଶଶݔ −  ଶݕଵݕଶݔଵݔ2

ଶݕଵݕଶݔଵݔ2 ≤ ଶଶݕଵଶݔ +  ଵଶݕଶଶݔ

ଶଶݔଵଶݔ + ଶଶݕଵଶݕ + ଶݕଵݕଶݔଵݔ2 ≤ ଶଶݔଵଶݔ + ଶଶݕଵଶݕ + ଶଶݕଵଶݔ +  ଵଶݕଶଶݔ

ଶݔଵݔ) + ଶ)ଶݕଵݕ ≤ ଵଶݔ) + ଶଶݔ)(ଵଶݕ +  (ଶଶݕ

ଶݔଵݔ)2 + (ଶݕଵݕ ≤ 2ඥ(ݔଵଶ + ଶଶݔ)(ଵଶݕ +  (ଶଶݕ

ଵଶݔ + ଶݔଵݔ2 + ଶଶݔ + ଵଶݕ + ଶݕଵݕ2 + ଶଶݕ

≤ ଵଶݔ + ଵଶݕ + 2ඥ(ݔଵଶ + ଶଶݔ)(ଵଶݕ + (ଶଶݕ + ଶଶݔ +  ଶଶݕ

ଵݔ) + ଶ)ଶݔ + ଵݕ) + ଶ)ଶݕ ≤ ቀඥݔଵଶ + ଵଶݕ +ඥݔଶଶ + ଶଶቁݕ
ଶ
 

ඥ(ݔଵ + ଶ)ଶݔ + ଵݕ) + ଶ)ଶݕ ≤ ඥݔଵଶ + ଵଶݕ + ඥݔଶଶ +  ଶଶݕ

ଵݖ| + |ଶݖ ≤ |ଵݖ| +  |ଶݖ|

Jadi, terbukti |ݖଵ + |ଶݖ ≤ |ଵݖ| +  |ଶݖ|

 
4. Akan dibuktikan |ݖଵ − |ଶݖ ≥ |ଵݖ| −  |ଶݖ|

|ଵݖ| = ଵݖ| − ଶݖ +  |ଶݖ

        ≤ ଵݖ| − |ଶݖ +  |ଶݖ|

|ଵݖ| − |ଶݖ| ≤ ଵݖ| −  |ଶݖ

Jadi, terbukti |ݖଵ − |ଶݖ ≥ |ଵݖ| −  |ଶݖ|

 
VI. BENTUK KUTUB (POLAR) DAN EKSPONEN DARI BILANGAN 

KOMPLEKS  

Selain dinyatakan dalam bentuk ݖ = ݔ + ݕ݅ = ,ݔ)  ݖ bilangan kompleks ,(ݕ

dapat dinyatakan pula dalam bentuk koordinat kutub atau Polar, yaitu ݖ = ,ݎ) ). 
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Adapun hubungan antara keduanya, (ݕ,ݔ) dan (ߠ,ݎ) adalah: 

ݔ  = ݎ cosݕ            ,ߠ = ݎ sin   ߠ

 sehingga  =  arc tan ቀ௬
௫
ቁ 

 adalah sudut antara sumbu−ݔ positif dengan ݖ 

   didapat juga ݎ = ඥݔଶ + ଶݕ =  |ݖ|

 Jadi, bentuk kutub bilangan kompleks ݖ adalah  

ݖ = ,ݎ) ) = cos)ݎ + ݅ sin ) =  cis  ݎ

 dan sekawan dari ̅ݖ = ,ݎ) ) = cos)ݎ + ݅ sin ) 

 
Definisi 6.1   

Pada bilangan kompleks ݖ = ,ݎ) ) = cos)ݎ  + ݅ sin ), sudut  disebut argument dari 

> Sudut  dengan 0  .ݖ ditulis arg ,ݖ 2 atau − <     disebut argument utama 

dari ݖ, ditulis  =  Arg z. Pembatasan untuk sudut  tersebut dipakai salah satu saja.  

 
Definisi 6.2   

Dua bilangan kompleks ݖଵ = ଵ(cosଵݎ + ݅ sin ଵ) dan ݖଶ = ଶ(cosଶݎ + ݅ sin ଶ) 

dikatakan sama, jika ݎଵ = ଶ, dan ଵݎ = ଶ.  

 
Selain penulisan bilangan kompleks ݖ = ,ݔ) (ݕ = ,ݎ) ) = cos)ݎ + ݅ sin ) =

ݖ dalam rumus Euler (eksponen), yaitu ݖ cis ,  maka anda dapat menuliskan ݎ =  ,݁ݎ

dan sekawannya adalah ̅ݖ =   .ି݁ݎ

 
Tugas: Buktikan bahwa ݁ = cos ߠ + ݅ sinߠ, dengan menggunakan deret MacLaurin 

untuk cosߠ , sin ݐ dan ݁௧ dengan mengganti ߠ = ݅.  

 

Contoh 6.1 

Nyatakan bilangan kompleks ݖ = 1 + ݅ dalam bentuk polar dan eksponen! 

Jawab : 

ݖ = 1 + ݎ ,݅ = √2, tan  = 1, sehingga  = 45 = ଵ
ସ
  ߨ

Jadi ݖ = √2 ቀcos ଵ
ସ
ߨ + ݅ sin ଵ

ସ
ቁߨ = √2 cis ଵ

ସ
ߨ = √2݁

భ
రగ    
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VII. PANGKAT DAN AKAR DARI BILANGAN KOMPLEKS  

A. Perkalian dan Pemangkatan  

Telah kita ketahui bahwa bilangan kompleks dalam bentuk kutub adalah ݖ =

cos)ݎ + ݅ sin ). 

Jika ݖଵ = ଵ(cosݎ ଵ + ݅ sin ଵ) dan ݖଶ = ଶ(cosଶݎ + ݅ sin ଶ), maka kita peroleh 

hasil perkalian keduanya sebagai berikut : 

ଶݖ ଵݖ    = ଵ(cosݎ]  ଵ + ݅ sin ଵ)][ݎଶ(cos ଶ + ݅ sin ଶ)]  

ଶݖ ଵݖ   = ଶ[(cosݎଵݎ ଵ cos ଶ − sin ଵ sin ଶ) + ݅(sin ଵ cos ଶ + cos ଵ sin ଶ)] 

ଶݖ ଵݖ    = ଶ[cos(ଵݎଵݎ + ଶ) + ݅ sin(ଵ + ଶ)] 

Dari hasil perkalian tersebut diperoleh: 

  arg(ݖଵ ݖଶ)  =  ଵ + ଶ  =  arg ݖଵ +  arg ݖଶ 

  
Pertanyaan :  

Bagaimanakah jika kita perkalikan ݖଵ ݖଶ … … ݖ …  dan ݖ ݖ ݖ ݖ … = ݖ    ? ݖ 

Jika diketahui: 

ଵݖ = ଵ(cosݎ ଵ + ݅ sin ଵ) 

ଶݖ = ଶ(cosݎ ଶ + ݅ sin ଶ)  

ݖ = (cosݎ + ݅ sin ),   untuk ݊ asli 

maka secara induksi matematika, diperoleh rumus perkalian  

ଶݖ ଵݖ … … ݖ … = ଶݎଵݎ … … … [cos(ଵݎ + ଶ +⋯+ ) + ݅ sin(ଵ + ଶ + ⋯+

)]  

 
Akibatnya jika, ݖଵ = ଶݖ = ⋯ = ݖ  = ݖ = cos)ݎ + ݅ sin ) maka  

 

                                                          ……………… (1) 

 

Khusus untuk ݎ =  1, disebut Dalil De-Moivre  

(cos  + ݅ sin ) = cos݊ + ݅ sin ݊,    dengan ݊ asli. 

 
B. Pembagian 

Sedangkan  pembagian ݖଵ dan ݖଶ   adalah sebagai berikut: 

 ଵݖ
ଶݖ

=
ଵ(cosଵݎ + ݅ sin ଵ)
ଶ(cosଶݎ + ݅ sin ଶ) 

Setelah pembilang dan penyebut dikalikan dengan sekawan penyebut, yaitu   

ݖ = (cos݊ݎ + ݅ sin ݊) 
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ଶݖ = ଶ(cosݎ ଶ − ݅ sin ଶ), maka diperoleh: 

 ଵݖ
ଶݖ

=
ଵݎ
ଶݎ

[cos(ଵ − ଶ) + ݅ sin(ଵ − ଶ)] 

Dari rumus di atas diperoleh:  

arg ൬
 ଵݖ
ଶݖ
൰ =  ଵ − ଶ  =  arg ݖଵ −  arg ݖଶ 

 

Akibat lain jika ݖ = cos)ݎ  + ݅ sin ). 

maka,   
1 
ݖ =

1
ݎ

[cos(−ߠ) + ݅ sin(−ߠ)] 

untuk,   
1 
ݖ =

1
ߠ(cos݊ݎ + ݅ sin݊ߠ)  

setelah pembilang dan penyebut dikalikan sekawan penyebut, maka diperoleh: 

 

.                                                                               ………………… (2) 

 

 
Dari (1) dan (2) diperoleh: 

 

                                                     ,              Dalil De-Moivre  

berlaku untuk semua ݊ bilangan bulat. 

 
Contoh 7.1 

Hitunglah: ൫√3− ݅൯
ି

 

Jawab: 

ݖ = √3 − ݅ 

ݎ = |ݖ| = √3 + 1 = 2 

tanߠ =
−1
√3

 

Karena ݖ di kuadran IV, maka dipilih ߠ = −30 

Jadi,        √3 − ݅ = 2(cos(−30) + sin(−30)) 

         ൫√3 − ݅൯
ି

= 2ି(cos(−180) + sin(−180)) 

                               = 2ି(−1 + 0) 

                               = −2ି 

1 
ݖ =

1
ݎ

[cos(−݊ߠ) + ݅ sin(−݊ߠ)] 

ݖ = (ߠ݊)[cosݎ + ݅ sin(݊ߠ)] 
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                               =
1

(−2) 

                               =
1

64 

 
VIII. AKAR BILANGAN KOMPLEKS  

Bilangan kompleks ݖ adalah akar pangkat ݊ dari bilangan kompleks ݓ, jika 

ݖ  = ݖ dan ditulis ,ݓ  = ݓ
భ
 . 

Jika ݖ = (cos  + ݅ sin ) akar pangkat ݊ dari bilangan kompleks ݓ =

ߠcos)ݎ  + ݅ sin ݖ maka dari ,(ߠ  = diperoleh: (cos݊ ݓ   + ݅ sin݊) = ߠcos)ݎ  +

݅ sinߠ), sehingga   = dan ݊ ݎ = ߠ +  .bulat ݇ ,ߨ2݇

Akibatnya, = ݎ
ଵ
 dan  =

ߠ + ߨ2݇
݊  

 
Jadi, akar pangkat ݊ dari bilangan kompleks  

ݓ  = cos)ݎ ߠ  + ݅ sinߠ) adalah: 

ݖ  = ݎ
భ
 ቂcos ቀఏାଶగ


ቁ + ݅ sin ቀఏାଶగ


ቁቃ 

 ݇ bulat dan ݊ bilangan asli. 

Dari persamaan ݖ  =  .ada ݊ buah akar berbeda yang memenuhi persamaan itu ,ݓ 

Untuk mempermudah dipilih ݇ =  0,1,2,3, … , (݊ − 1); 

0  ఏାଶగ


<  2, sehingga diperoleh ݖଵ , ଶݖ , … ,   .ݖ  sebagai akar ke-݊ dariݖ

 
Contoh 8.1 

Hitunglah (−81)
భ
ర  

Jawab : 

Misalkan ݖ = (−81)
భ
ర, berarti harus dicari penyelesaian persamaan ݖସ = −81 

Tulis ݖ = (cos  + ݅ sin )  dan −81 = 81(cos 180  + ݅ sin 180)  

sehingga ସ(cos 4  + ݅ sin 4) = 81(cos 180  + ݅ sin 180)  

diperoleh ସ = 81, atau   =  3 dan                    . 

Jadi ݖ = 3[cos ቀగାଶగ
ସ

ቁ + ݅ sin ቀగାଶగ
ସ

ቁ]  

Keempat akar yang dicari dapat diperoleh dengan mensubstitusi ݇ =  0,1,2,3 ke 

persamaan terakhir. 
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Latihan Soal Bab I 

1. Buktikan Teorema 1 dengan memisalkan ݖ = ,ݔ) (ݕ = ݔ +  .ݕ݅

2. Diketahui ݖଵ = 6 + 5݅ dan ݖଶ = 8– ݅. 

Tentukan ݖଵ + ଶݖ ଵݖ, − ,ଶݖ ,ଶݖଵݖ ௭భ
௭మ

    

3. Jika ݖ = −1 − ݅, buktikan ݖଶ + ݖ2 + 2 = 0. 

4. Cari bilangan kompleks ݖ yang memenuhi sifat:  

a. ିݖଵ =   ݖ

b.  ̅ݖ =  ݖ−

5. Buktikan untuk setiap ݖ bilangan kompleks berlaku: ݖଵ. ଶഥݖ = ଵഥݖ . ଶݖ = 2Re(ݖଵݖଶഥ ) 

6. Hitung jarak antara ݖଵ = 2 + 3݅ dan ݖଶ = 5– ݅.  

7. Gambarkan pada diagram argand dan sebutkan nama kurva yang terjad : 

a. |ݖ– 5| = 6 dan |ݖ– 5| > 6 

b. |ݖ + ݅| = –ݖ| ݅|  

c. 1 < –ݖ| ݅| < 3 

8. Nyatakan bilangan kompleks ݖ = 2 − 2݅ dalam bentuk polar dan eksponen. 

9. Hitunglah (−2 + 2݅)ଵହ. 

10. Tentukan himpunan penyelesaian dari: ݖଷ − ݅ = 0. 
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       FUNGSI, LIMIT DAN KEKONTINUAN 
 

 

  

 

Sebelum dibahas mengenai fungsi kompleks, maka perlu dipelajari konsep-

konsep topologi yang akan digunakan pada fungsi kompleks. 

 
I. KONSEP-KONSEP TOPOLOGI PADA FUNGSI KOMPLEKS  

Himpunan pada pembahasan ini adalah koleksi atau kumpulan titik-titik pada 

bidang Z. Dianggap anda telah memahami operasi pada himpunan yaitu gabungan, 

irisan, penjumlahan dan pengurangan beserta sifat-sifatnya. 

 
1. Lingkungan/persekitaran  

a. Persekitaran ݖ adalah himpunan semua titik ݖ yangterletak di dalam lingkaran 

yang berpusat di ݖ, berjari-jari ݎ ,ݎ > 0. Ditulis ܰ(ݖ , –ݖ|  atau (ݎ |ݖ <  .ݎ

b. Persekitaran tanpa ݖ adalah himpunan semua titik ݖ ≠ ݖ  yang terletak di 

dalam lingkaran yang berpusat di ݖ, berjari-jari ݎ ,ݎ > 0. Ditulis ܰ∗(ݎ > 0,  (ݎ

atau 0 < –ݖ| |ݖ <  .ݎ

 
Contoh 1.1 

a. ܰ(݅, 1) atau  |ݖ– ݅ | < 1, lihat pada gambar 1 

b. ܰ∗(ܱ,ܽ) atau 0 < |ܱ–ݖ| < ܽ, lihat pada gambar 2 

 

2 
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2. Komplemen  

Andaikan S suatu himpunan. Komplemen dari ܵ ditulis ܵ, merupakan himpunan 

semua titik pada bidang ℤ yang tidak termasuk di ܵ.  

Contoh 1.2 

Gambarkan, ܣ = (ݖ)Im|ݖ}  < 1}, maka ܣ =   .{1(ݖ)Im|ݖ}

ܤ     = 2|ݖ} < ݖ < 4}, maka ܤ =   .{4ݖ 2 atauݖ|ݖ}

 

 
3. Titik limit  

Titik zo disebut titik limit dari himpunan S jika untuk setiap N*(zo,) maka 

N*(zo,)  S  . Jika zo ∈ S dan zo bukan titik limit, maka zo disebut titik terasing.  

 
4. Titik batas  

Titik zo disebut titik batas dari himpunan S jika untuk setiap N*(zo,) memuat 

suatu titik di S dan memuat suatu titik yang tidak di S.  

 
5. Batas dari himpunan S  

adalah himpunan semua titik batas dari S.  

 
6. Interior dan Eksterior  

Titik zo disebut interior dari himpunan S jika ada N(zo,) sehingga N(zo,)  S. 

Titik yang bukan titik interior atau bukan titik batas disebut titik eksterior.  

 
7. Himpunan Terbuka  

Himpunan S disebut himpunan terbuka jika semua anggota S adalah titik interior S. 

 



15 
 

8. Himpunan Tertutup  

Himpunan S disebut himpunan tertutup jika S memuat semua titik limitnya.  

 
9. Himpunan Terhubung  

Himpunan terbuka S disebut terhubung, jika setiap dua titik di S dapat 

dihubungkan oleh penggal garis yang seluruhnya terletak di S. 

 
10. Daerah domain  

Himpunan terbuka S yang terhubung disebut daerah domain. 

 
11. Daerah Tertutup  

Daerah tertutup S adalah  daerah terbuka digabung dengan batasnya.  

 
12. Penutup dari himpunan S  

adalah himpunan S digabung dengan titik limitnya. 

 
Contoh 1.3 

1. Diberikan ܣ = |ݖ|| ݖ} < 1}, maka: 

 

 .adalah himpunan terbuka dan terhubung ܣ

Batas dari ܣ adalah {ݖ ห|ݖ| = 1}. 

Penutup dari ܣ adalah = |ݖ|| ݖ} ≤ 1}.  
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2. Diberikan ܤ = |ݖ||ݖ} < 1} ∪ {(0,1)}, maka: 

 

B adalah bukan himpunan terbuka dan juga bukan himpunan tertutup. 

Titik-titik limit dari ܤ adalah {ݖ||ݖ|1}. 

 
3. Diberikan ܥ =  :maka ,{ 2|ݖ||ݖ}

 

Titik-titik interior ܥ adalah {ݖ||ݖ| < 2}. 

 
II. FUNGSI KOMPLEKS  

Definisi 2.1 

Misalkan ܦ himpunan titik pada bidang Z. 

Fungsi kompleks ݂ adalah suatu aturan yang memasangkan setiap titik ݖ 

anggota ܦ dengan satu dan hanya satu titik ݓ pada bidang W, yaitu (ݓ,ݖ). 

Fungsi tersebut ditulis ݓ =  .(ݖ)݂

Himpunan ܦ disebut daerah asal (domain) dari ݂, ditulis ܦ  dan ݂(ݖ) disebut 

nilai dari ݂ atau peta dari ݖ oleh ݂. Range atau daerah hasil (jelajah) dari ݂ ditulis ܴ, 

yaitu himpunan ݂(ݖ) untuk setiap ݖ anggota ܦ.  
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Contoh 2.1 

a) ݓ = ݖ + 1– ݅  

b) ݓ = 4 + 2݅ 

c) ݓ = – ଶݖ  ݖ5

d) ݂(ݖ) = ଷି௭
ଶ௭ାଵ

   

 
Contoh a), b), c) adalah fungsi kompleks dengan domain semua titik pada bidang Z. 

Contoh d) adalah fungsi kompleks dengan domain semua titik pada bidang Z , kecuali 

ݖ = − ଵ
ଶ
.  

 
Jika ݖ = ݔ + ݓ maka fungsi ,ݕ݅ = ݓ  dapat diuraikan menjadi (ݖ)݂ =

(ݕ,ݔ)ݑ + ,ݔ)ݒ݅  masing-masing merupakan fungsi (ݓ)dan Im (ݓ)yang berarti Re  (ݕ

dengan dua variabel real ݔ dan ݕ. 

 Apabila ݖ = cos)ݎ + ݅ sin  ), maka ݓ = ,ݎ)ݑ ) + ,ݎ)ݒ݅ ).  

 
Contoh 2.2 

1. Tuliskan ݂(ݖ) = –ଶݖ2 ݅ dalam bentuk ݑ dan ݒ.  

Jawab :  

Misal ݖ = ݔ +   ,ݕ݅

maka fungsi ݓ = (ݖ)݂ = –ଶݖ2 ݅  

                                                  = ݔ)2 + ଶ( ݕ݅ −  ݅  

                                                  = ଶݔ)2 + ݅ݕݔ2 − – (ଶݕ  ݅ 
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                                                  = ଶݔ)2 − (ଶݕ + ݕݔ2)݅ − 1). 

 Jadi ݑ = ଶݔ)2 − ݒ ଶ) danݕ = ݕݔ2 − 1.  

 
2. Jika ݖ = cos)ݎ + ݅ sin ). 

Tentukan  ݂(ݖ) = ଶݖ +  ݅  

Jawab: 

(ݖ)݂ = ଶݖ +  ݅ 

         = cos)ݎ]  + ݅ sin )]ଶ  +  ݅  

         = ଶ[cosଶݎ   −  sinଶ  +  2݅ sin  cos ] + ݅  

         = ଶ(cosଶݎ   −  sinଶ ) + ଶ݅ sinݎ 2 + ݅  

         = ଶ(cosଶݎ   −  sinଶ ) + ଶݎ)݅  sin 2 + 1)  

berarti ݑ = ଶ(cosଶݎ   −  sinଶ ) dan ݒ = ଶݎ  sin 2 + 1  

 
III. KOMPOSISI FUNGSI 

Diberikan fungsi ݂(ݖ) dengan domain ܦ dan fungsi ݃(ݖ) dengan domain ܦ. 

 Jika ܴ   ܦ , maka ada fungsi komposisi (݂݃)(ݖ) =  dengan ,((ݖ)݂)݃

domain ܦ.  

 

 
 Jika ܴ  ܦ , maka ada fungsi komposisi (݂݃)(ݖ) =  dengan ,((ݖ)݃)݂

domain ܦ. 
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Jadi, tidak berlaku hukum komutatif pada (݂݃)(ݖ) dan (݂݃)(ݖ). 

 
Contoh 3.1 

Misal: ݂(ݖ) = –ݖ3 ݅ dan ݃(ݖ) = ଶݖ + –ݖ 1 + ݅  

 Jika ܴ  ܦ , 

maka (݂݃)(ݖ) =  ((ݖ)݂)݃

                          = –ݖ3)݃ ݅) 

                             = –ݖ3) ݅)ଶ + –ݖ3) ݅)– 1 + ݅  

                             = –ଶݖ9 –ݖ6݅ 1 + –ݖ3 ݅– 1 + ݅  

                             = – ଶݖ9 –ݖ3 2–  ݖ6݅

 Jika ܴ  ܦ ,  

maka (݂݃)(ݖ) =  ((ݖ)݃)݂

                             = ଶݖ)݂ + –ݖ 1 + ݅) 

                             = ଶݖ3 + –ݖ3 3 + 3݅– ݅  

Karena 9ݖଶ – –ݖ3 2– ݖ6݅ ≠ ଶݖ3 + –ݖ3 3 + 3݅– ݅   

Jadi, (݂݃)(ݖ)  (݂݃)(ݖ) atau (tidak komutatif). 

 
IV. INTERPRETASI GEOMETRIS  

Untuk setiap variabel bebas ݖ = ݔ +  anggota domain ada satu dan hanya ݕ݅

satu variabel tak bebas ݓ = ݑ +  .yang terletak pada suatu bidang kompleks ݒ݅

Masing-masing variabel terletak pada suatu bidang kompleks, ݖ pada bidang ܼ dan ݓ 

pada bidang ܹ. Karena pasangan (ݓ,ݖ) mengandung 4 dimensi, maka kita tidak dapat 

menggambarkannya pada satu sistem. Tetapi kita dapat melihat gambaran dari 

ݓ =  Caranya dengan memandang fungsi ݂ tersebut sebagai pemetaan .(ݖ)݂

(transformasi) dari titik di bidang ܼ ke titik di bidang ܹ dengan aturan ݂. Untuk suatu 

titik ݖ maka ݂(ݖ) disebut peta dari ݖ.  

 

Contoh 4.1 

Diketahui fungsi ݓ = –ݖ2 1 + ݅. Untuk setiap variabel bebas ݖ = ݔ +  didapat nilai ݕ݅

ݓ = –ݔ2) 1) + + ݕ2)  1)݅. Misalnya untuk ݖଵ = 1 + ݅ , dan ݖଶ = 2– 3݅, berturut-turut 

diperoleh: ݓଵ = 1 + 3݅ , dan ݓଶ = 3– 5݅. Gambar dari ݖଵ, ݖଶ, ݓଵ, dan ݓଶ dapat dilihat 

di bawah ini: 
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Contoh 4.2 

Diketahui fungsi ݓ =   .ଶݖ

Dengan menggunakan ݖ = cos)ݎ + ݅ sin ), maka diperoleh ݓ = ଶݖ = ଶ(cosݎ 2 +

݅ sin 2). 

Jika sebuah lingkaran pusat ܱ berjari-jari ݎ pada bidang ܼ, maka dapat dipetakan ke 

bidang ܹ menjadi sebuah lingkaran pusat ܱ berjari-jari ݎଶ. Daerah 0 argݖ   

dipetakan menjadi daerah  0 arg ݓ  2. 

Gambar keduanya dapat dilihat di bawah ini. 

 

 
V. LIMIT 

Diketahui daerah ܦ pada bidang ܼ dan titik ݖ terletak di dalam ܦ atau pada 

batas ܦ. Misalkan fungsi ݓ =  .ݖ kecuali di ,ܦ terdefinisi pada (ݖ)݂



21 
 

Apabila titik ݖ bergerak mendekati titik ݖ melalui setiap lengkungan sebarang 

  padaݓ bergerak mendekati suatu nilai tertentu, yaitu (ݖ)݂ dan mengakibatkan nilai ܭ

bidang ܹ, maka dikatakan limit ݂(ݖ) adalah ݓ  untuk ݖ mendekati ݖ,  ditulis: 

lim௭→௭బ (ݖ)݂ =  .ݓ

 

 

Definisi 5.1  

Misalkan fungsi ݓ =  ܦ  di dalamݖ  (titikݖ kecuali di ,ܦ terdefinisi pada daerah (ݖ)݂

atau pada batas ܦ). limit ݂(ݖ)  adalah ݓ untuk ݖ mendekati ݖ, jika untuk setiap 

 > 0, terdapat  > 0 sedemikian hingga |݂(ݖ)–ݓ| < , apabila 0 < – ݖ| |ݖ  <  , 

ditulis: 

 lim
௭→௭బ

(ݖ)݂ =  ݓ

 
Perlu diperhatikan bahwa :  

1. Titik ݖ adalah titik limit domain fungsi ݂. 

2. Titik ݖ menuju ݖ melalui sebarang lengkungan ܭ, artinya ݖ menuju ݖ dari segala 

arah. 

3. Apabila ݖ menuju ݖ melalui dua lengkungan yang berbeda, mengakibatkan ݂(ݖ) 

menuju dua nilai yang berbeda, maka limit fungsi ݂ tersebut tidak ada untuk ݖ 

mendekati ݖ.  

 
Contoh 5.1  

Buktikan bahwa: lim௭→ଶ
ଶ௭మିଷ௭ିଶ

௭ିଶ
= 5 

Bukti: 

Misalkan  diberikan bilangan  > 0, kita akan mencari  > 0 sedemikian, sehingga: 
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0 < – ݖ| |ݖ  <   → ቚଶ௭
మିଷ௭ିଶ
௭ିଶ

− 5ቚ <  .2ݖ untuk ,ߝ

Lihat bagian sebelah kanan  

Dari persamaan kanan diperoleh: 

ቤ
ଶݖ2 − ݖ3 − 2

ݖ − 2 − 5ቤ < ߝ ↔ ቤ
ݖ2) + ݖ)(1 − 2)

ݖ − 2 − 5ቤ <  ߝ

                                             ↔ ቤ
ݖ2) + 1 − ݖ)(5 − 2)

ݖ − 2 ቤ <  ߝ

                                             ↔ ݖ)2| − 2)| <  ߝ

                                             ↔ ݖ| − 2| <
ߝ
2 

Hal ini menunjukkan bahwa ߜ = ఌ
ଶ
  telah diperoleh. 

 
Bukti Formal : 

Jika diberikan  > 0, maka terdapat ߜ = ఌ
ଶ
, sehingga untuk ݖ  2, diperoleh: 

0 < – ݖ|  2| <   → ቤ
ଶݖ2 − ݖ3 − 2

ݖ − 2 − 5ቤ 

                                = ቤ
ݖ2) + ݖ)(1 − 2)

ݖ − 2 − 5ቤ 

                                = ݖ)2| − 2)| < 2 =  ߝ

Jadi, ቚଶ௭
మିଷ௭ିଶ
௭ିଶ

− 5ቚ < apabila 0 ߝ < หݖ –  2ห <   = ఌ
ଶ
  

Terbukti, lim௭→ଶ
ଶ௭మିଷ௭ିଶ

௭ିଶ
= 5 

 
Teorema Limit : 

Teorema 5.1 

Jika fungsi f mempunyai limit untuk ݖ menuju ݖ , maka nilai limitnya tunggal. 

 
Bukti: 

Misal limitnya ݓଵ dan ݓଶ, maka  

−(ݖ)݂| |ଵݓ = ଵݓ| − |(ݖ)݂ =
ߝ
2 

−(ݖ)݂| |ଶݓ =
ߝ
2 

ଵݓ| − (ݖ)݂ + (ݖ)݂ |ଶݓ− ≤ ଵݓ| − |(ݖ)݂ + (ݖ)݂| |ଶݓ− =
ߝ
2 +

ߝ
2 =  ߝ
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Sehingga, |ݓଵ − |ଶݓ ≤  ߝ

Jadi, ݓଵ = ଶݓ  

 
Teorema 5.2 

Misalkan ݖ = (ݕ,ݔ) = ݔ + (ݖ)݂ dan ݕ݅ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ,ݔ)ݒ݅  Titik .ܦ dengan domain (ݕ

ݖ = (ݕ,ݔ) = ݔ +   .ܦ atau batas ܦ  di dalamݕ݅

Maka, lim௭→௭బ (ݖ)݂ = ݔ +   ݕ݅

jika dan hanya jika lim௭→௭బ (ݕ,ݔ)ݑ =  dan lim௭→௭బݔ (ݕ,ݔ)ݒ =  ݕ

 
Teorema 5.3  

Misalkan fungsi ݂ dan ݃ limitnya ada. 

lim ݂(ݖ) = ܽ dan lim ݃(ݖ) = ܾ, maka  

1. lim(݂(ݖ) + ((ݖ)݃ = ܽ + ܾ (untuk ݖ →  (ݖ 

2. lim(݂(ݖ).݃(ݖ)) = ܽ.ܾ (untuk ݖ →  (ݖ 

3. lim((௭)
(௭)

) = 

 (untuk ݖ →  (ݖ 

  
Tugas : Buktikan ketiga teorema limit tersebut ! 

 
Contoh 5.2  

Hitunglah lim௭→
௭మାଵ
௭ି

 

Jawab: 

lim
௭→

ଶݖ + 1
ݖ − ݅ = lim

௭→

ݖ) + ݖ)(݅ − ݅)
ݖ − ݅  

                    = lim
௭→

ݖ) + ݅) 

                    = 2݅ 

 
Contoh 5.3 

Jika ݂(ݖ) = ଶ௫௬
௫మା௬మ

+ ௫మ

௬ାଵ
.  Buktikan lim௭→ (ݖ)݂  tidak ada!  

Bukti : 

Kita tunjukkan bahwa untuk ݖ menuju 0 di sepanjang garis ݕ = 0, maka 

lim
௭→

(ݖ)݂ = lim
(௫,௬)→(,)

(ݖ)݂ = lim
௫→

ଶ݅ݔ = 0 … … … … … … … … (1) 

Sedangkan di sepanjang garis ݕ =    ,ݔ
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lim
௭→

(ݖ)݂ = lim
(௫,௫)→(,)

(ݖ)݂ = lim
௫→

ቆ1 +
ଶݔ

ݔ + 1 ݅ቇ = 1 … … … … … … … … (1) 

Dari (1) dan (2), terbukti lim௭→  .tidak ada (ݖ)݂

 
VI. KEKONTINUAN FUNGSI  

Definisi 6.1 

Misalkan fungsi ݂(ݖ) terdefinisi di ܦ pada bidang ܼ dan titik ݖ terletak pada interior 

(ݖ), maka lim݂ݖ menuju ݖ  jika  untukݖ dikatakan kontinu di  (ݖ)݂ fungsi ,ܦ =

  .(ݖ)݂

 
Jadi, ada tiga syarat fungsi ݂(ݖ) kontinu di zo, yaitu : 

 ada (ݖ)݂ .1

2. lim௭→௭బ  ada (ݖ)݂

3. lim௭→௭బ (ݖ)݂ =   (ݖ)݂

 

Fungsi ݂(ݖ) dikatakan kontinu pada suatu daerah ܴ, jika ݂(ݖ) kontinu pada setiap titik 

pada daerah ܴ tersebut. 

 
Teorema 6.1 

 Jika ݂(ݖ) = ,ݔ)ݑ (ݕ +  ,ܴ terdefinisi di setiap titik pada daerah (ݖ)݂ ,(ݕ,ݔ)ݒ݅

dan ݖ = ݔ +   jika dan hanyaݖ kontinu di  (ݖ)݂  titik di dalam ܴ, maka fungsiݕ݅

jika ݔ)ݑ, ,ݔ)ݒ dan (ݕ   .(ݕ,ݔ) masing-masing kontinu di (ݕ

 
Teorema 6.2 

Andaikan ݂(ݖ) dan ݃(ݖ) kontinu di ݖ, maka masing-masing fungsi : 

( ݖ)݂ .1 +  (ݖ)݃

 (ݖ)݃.(ݖ)݂ .2

3. (௭)
(௭)

  0 (ݖ)݃,

 .ݖ kontinu di ,(ݖ)݃ kontinu di ݂ ;((ݖ)݃)݂ .4

 
Contoh 6.1 

Fungsi ݂(ݖ) = ቊ
௭మାସ
௭ିଶ

, ݖ ≠ 2݅
3 + ,ݖ4 ݖ = 2݅

 , apakah kontinu di 2݅ ? 
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Jawab : 

݂(2݅) = 3 + 4(2݅) = 3 + 4݅, 

sedangkan untuk ݖ mendekati 2݅, lim ݂(ݖ) = ݖ + 2݅,  

sehingga, lim௭→ଶ (ݖ)݂ ≠ ݂(2݅) 

jadi ݂(ݖ) diskontinu di ݖ = 2݅. 

 
Contoh 6.2 

Dimanakah fungsi ݃(ݖ) = ௭మାଵ
௭మିଷ௭ାଶ

 kontinu ? 

Jawab :  

Coba anda periksa bahwa ݃(ݖ) diskontinu di ݖ = 1 dan ݖ = 2. Jadi ݃(ݖ) kontinu di 

daerah ൛ݖห|ݖ| > 2ൟ. 
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       TURUNAN 
 

 

  

 

I. DEFINISI TURUNAN  

Diberikan fungsi ݂ yang didefinisikan pada daerah ܦ dan ݖ  ܦ. 

Jika diketahui bahwa nilai lim௭→௭బ
(௭)ି(௭బ)

௭ି௭బ
 ada, maka nilai limit ini dinamakan 

turunan atau derivatif  fungsi  ݂ di titik ݖ.  

Dinotasikan : ݂′(ݖ). 

 Jika ݂′(ݖ) ada, maka ݂ dikatakan terdifferensial atau diferensiabel di ݖ. 

Dengan kata lain :  ݂ᇱ(ݖ) = lim∆௭→
∆
∆௭

= lim∆௭→
(௭బା∆௭)ି(௭బ)

∆௭
 

 Jika ݂ terdifferensial di semua titik pada ܦ, maka ݂ terdifferensial pada ܦ  

 
Contoh 1.1 

Buktikan ݂(ݖ) =  ଶ terdifferensiasi diseluruh ℂݖ

Bukti :  

Ditinjau sebarang titik ݖ ℂ. 

݂ᇱ(ݖ) = lim
௭→௭బ

ଶݖ − ଶݖ

ݖ − ݖ
 

            = lim
௭→௭బ

ݖ) + ݖ)(ݖ − (ݖ
ݖ − ݖ

 

            =  ݖ2

Karena ݖ sebarang maka ݂(ݖ) =  .ଶ terdefferensial di seluruh ℂݖ

 
Teorema 1.1  

Jika  ݂ fungsi kompleks dan ݂ᇱ(ݖ) ada, maka ݂ kontinu di ݖ  

Bukti : 

Diketahui ݂ᇱ(ݖ) ada  

Akan dibuktikan ݂ kontinu di ݖ atau lim
௭→௭బ

(ݖ)݂ =    (ݖ)݂

3 
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lim
௭→௭బ

൫݂(ݖ) − ൯(ݖ)݂ = lim
௭→௭బ

ቆ(௭)ି(௭బ)
௭ି௭బ

. ݖ) −    )ቇݖ

                                     = lim
௭→௭బ

−(ݖ)݂ (ݖ)݂
ݖ − ݖ

. lim
௭→௭బ

ݖ) −  (ݖ

                                     = ݂ᇱ(ݖ). 0 

                                     = 0 

Sehingga, lim
௭→௭బ

(ݖ)݂ =, lim
௭→௭బ

(ݖ)݂ =  (ݖ)݂

dengan kata lain ݂ kontinu di ݖ.  

 
Contoh 1.2 

Buktikan ݂(ݖ) =  ଶ kontinu di seluruh bidang kompleks tetapi hanya terdifferensial|ݖ|

di ݖ = 0  

Bukti : 

(ݖ)݂ = ଶ|ݖ| = ଶݔ + (ݕ,ݔ)ݑ ଶ berartiݕ = ଶݔ + (ݕ,ݔ)ݒ ଶ danݕ = 0 

 .ܦ kontinu di (ݖ)݂ maka ,ܦ kontinu di ݒ dan ݑ

݂ᇱ(0) = lim
௭→

−(ݖ)݂ ݂(0)
ݖ − 0  

            = lim
௭→

ଶ|ݖ|

ݖ  

            = lim
௭→

̅ݖݖ
ݖ  

            = 0 

Jadi ݂(ݖ) terdifferensial di ݖ = 0. 

 
II. SYARAT CHAUCHY-RIEMANN  

Syarat yang diperlukan agar fungsi ݂ terdiferensial di ݖ = ݔ +    adalahݕ݅

syarat Chauchy-Riemann, yang menghubungkan derivatif-derivatif parsial tingkat 

pertama dari fungsi bagian real dan fungsi bagian imajiner dari ݂ . 

 
Teorema 2.1 (SYARAT CHAUCHY-RIEMANN) 

Jika ݂(ݖ) = ,ݔ)ݑ (ݕ + ݖ terdifferensial di (ݕ,ݔ)ݒ݅ = ݔ +  dan (ݕ,ݔ)ݑ , makaݕ݅

 dan di titik ini dipenuhi (ݕ,ݔ) mempunyai derivatif parsial pertama di (ݕ,ݔ)ݒ

persamaan Cauchy – Riemann. 

ݑ߲
ݔ߲ =

ݒ߲
ݕ߲    ݀ܽ݊ 

ݑ߲
ݕ߲ = −

ݒ߲
 ݔ߲
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derivatif ݂ di ݖ dapat dinyatakan dengan  

(ݖ)′݂ = (ݕ,ݔ)௫ݑ +  (ݕ,ݔ)௫ݒ݅

Jika persamaan C-R tidak dipenuhi di (ݔ,   ) makaݕ

(ݖ)݂ = ,ݔ)ݑ (ݕ + ݖ tidak terdifferensial di  (ݕ,ݔ)ݒ݅ = ݔ +  ݕ݅

 
Contoh 2.1 

Buktikan ݂(ݖ) =   0 ݖ ଶ tidak terdifferensiasi di|ݖ|

Bukti :  

(ݖ)݂ = ଶݔ + (ݕ,ݔ)ݑ ଶ sehinggaݕ  = ଶݔ  + (ݕ,ݔ)ݒ  ଶ danݕ = 0 

Persamaan Cauchy – Riemann: 

ݑ߲
ݔ߲ =            dan           ݔ2

ݑ߲
ݕ߲ =   ݕ2

ݒ߲
ݔ߲ = 0           dan           

ݒ߲
ݕ߲ = 0 

ݑ߲
ݔ߲ =

ݒ߲
ݕ߲ ↔ ݔ2 = 0 … … … … … (1) 

ݑ߲
ݕ߲ = −

ݒ߲
ݔ߲ ↔ ݕ2 = 0 … … … … … (2) 

(1) dan (2) tidak dipenuhi jika ݔ0 atau ݕ0, jadi pasti f tidak terdeferensial di 

 .0ݖ

 
CATATAN : 

Syarat C-R hanya syarat perlu untuk keterdifferensialan. 

 
Contoh 2.2 

Buktikan fungsi ݂(ݖ) = ௫య(ଵା)ି௬య(ଵି)
௫మା௬మ

  

dan ݂(0) = 0, tidak terdifferensial di 0, memenuhi C-R. 

Bukti :  

ݑ = ௫యି௬య

௫మା௬మ
   dengan (0,0)ݑ = 0 

ݒ = ௫యା௬య

௫మା௬మ
   dengan (0,0)ݒ = 0 

௫(0,0)ݑ = lim
௫→

,ݔ)ݑ 0)− (0,0)ݑ
ݔ = 1 



29 
 

௬(0,0)ݑ = lim
௬→

,ݕ)ݑ 0) − (0,0)ݑ
ݕ = −1 

௫(0,0)ݒ = lim
௫→

,ݔ)ݒ 0) − (0,0)ݒ
ݔ = 1 

௬(0,0)ݒ = lim
௬→

,ݕ)ݒ 0) − (0,0)ݒ
ݕ = 1 

Jadi persamaan Cauchy – Riemann terpenuhi. 

Tetapi,  

lim
௭→

(ݖ)݂ − ݂(0)
ݖ = lim

௭→

ଷ(1ݔ + ݅) − ଷ(1ݕ − ݅)
ଶݔ) + ݔ)(ଶݕ + (ݕ݅   

Untuk ݖ → 0 sepanjang garis real ݕ = 0  lim௫→
௫య(ଵା)

௫య
= 1 + ݅ 

Untuk ݖ → 0 sepanjang garis real ݕ =  lim௫→ ݔ
ଶ௫య

ଶ(ଵା)௫య
= 

ଵା
 

Jadi, lim௭→
(௭)ି()

௭
 tidak ada. 

Sehingga ݂ tidak terdifferensial di 0 meskipun persamaan C-R dipenuhi di (0,0). 

 
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa :  

i) Syarat perlu  

(ݖ)݂ = (ݕ,ݔ)ݑ + ,ݔ)ݒ݅ ݖ  ,(ݕ = ݔ +   ݕ݅

 ada maka (ݖ)′݂
డ௨
డ௫

, డ௨
డ௬

, డ௩
డ௫

, డ௩
డ௬

   ada di (ݔ,ݕ) 

berlaku C-R yaitu :  

ݑ߲
ݔ߲ =

ݒ߲
ݕ߲    dan 

ݑ߲
ݕ߲ = −

ݒ߲
 ݔ߲

dan ݂′(ݖ) = (ݕ,ݔ)௫ݑ +  .(ݕ,ݔ)௫ݒ݅

ii) Syarat cukup  

,(ݕ,ݔ)ݒ,(ݕ,ݔ)ݑ ,ݔ)ݔݑ ,ݔ)ݔݒ,(ݕ ,ݔ)ݕݑ,(ݕ ,ݔ)ݕݒ,(ݕ   kontinu (ݕ

pada kitar ݖ = ݔ + ݕ݅    dan di (ݔ,ݕ)dipenuhi C-R maka ݂′(ݖ) ada  

 
Contoh 2.3 

Buktikan ݂(ݖ) = ݁௫(cosݕ + ݅ sin  .dalam ℂ ݖ terdiferensial untuk setiap (ݕ

 

 

 

Bukti :  
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(ݕ,ݔ)ݑ = ݁௫ cosݕ  ݑ௫(ݔ, (ݕ = ݁௫ cos   ݕ

,ݔ)௬ݑ    (ݕ = −݁௫ sin ݕ 

(ݕ,ݔ)ݒ = ݁௫ sinݕ  ݒ௫(ݕ,ݔ) = ݁௫ sinݕ  

(ݕ,ݔ)௬ݒ    = ݁௫ cosݕ 

Berdasarkan persamaan C-R : 

௫ݑ = ௬ݑ ௬ danݒ =  ℂ, dan ada kitar dimana keenam fungsi(ݕ,ݔ)∀ ௫ dipenuhi diݒ−

kontinu dan C-R dipenuhi di (ݕ,ݔ). 

Jadi ݂′(ݖ) ada ∀ݖℂ. 

Dan ݂ ᇱ(ݖ) = ,ݔ)௫ݑ (ݕ + ,ݔ)௫ݒ݅  (ݕ

                    = ݁௫ cos ݕ + ݅݁௫ sin                 ݕ

 
III. SYARAT C-R PADA KOORDINAT KUTUB  

Jika ݂(ݖ) = ,ݔ)ݑ (ݕ +  dapat diilustrasikan dalam koordinat kartesius (ݕ,ݔ)ݒ݅

maka dengan menggunakan hubungan ݔ = ݎ cos dan ݕ = ݎ sin, diperoleh ݖ =

ݎ cos + ݅ sin , sehingga ݂(ݖ) = (,ݎ)ݑ +   .dalam sistem koordinat kutub (,ݎ)ݒ݅ 

 
Teorema 3.1 

Jika ݂(ݖ) = (,ݎ)ݑ + ݎ) terdiferensial dan kontinu pada suatu kitar  (,ݎ)ݒ݅  ,) dan  

jika dalam kitar tersebut ݑ ,ݑ, ݎ)  ada dan kontinu diݒ,ݒ ,) dan dipenuhi C-R 

yaitu: 

ݑ߲
ݎ߲ =

1
ݎ
ݒ߲
߲    dan 

1
ݎ
ݑ߲
߲ = −

ݒ߲
ݎ߲ ݎ   , ≠ 0 

maka ݂′(ݖ)  = ada di ݖ = (ݖ)′݂  danݖ  =  (cos   –  ݅ sin  ) [ݑ(ݎ,)  +

 [(,ݎ)ݒ ݅ 

 
Contoh 3.1 

Diketahui ݂(ݖ) =  .dalam bentuk kootdinat kutub (ݖ)′݂ ଷ, tentukanିݖ

Jawab :  

(ݖ)݂ = ଷିݖ = ଷ(cosିݎ 3 −  ݅ sin 3), maka :  

ݑ  = ଷିݎ  cos 3,   sehingga   ݑ = ସିݎ3− cos 3  dan  

ݑ           = ଷିݎ− sin 3  

ݒ  = ଷିݎ − sin 3 ,   sehingga ݒ = ସିݎ3 sin 3 dan  

ݒ           = ଷିݎ− cos 3  

ada dan  
kontinu di  

setiap (x,y)  ℂ  
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keenam fungsi ini kontinu dan syarat C-R dipenuhi untuk semua ݖ  0 

Jadi ݂(ݖ) =   0 ݖ ଷ terdiferensial untukିݖ

Dengan demikian ݂′(ݖ) dalam koordinat kutub adalah :  

(ݖ)′݂   =  (cos   –  ݅ sin ) (−3ିݎସ cos 3  + ସିݎ3݅  sin 3)  

             =  cis (−) (−3ିݎସ) cis(−3) 

             =  (4−)ݏ݅ܿ ସିݎ3− 

 
IV. ATURAN PENDIFERENSIALAN  

Jika ݂(ݖ),݃(ݖ) dan ℎ(ݖ) adalah fungsi- fungsi kompleks serta ݂′(ݖ),݃′(ݖ) dan ℎ′(ݖ) 

ada, maka berlaku rumus-rumus:  

1. ௗ
ௗ௭

= 0, ௗ(௭)
ௗ௭

= 1 

2. 
ௗ[(௭)]

ௗ௭
= ݂ܿᇱ(ݖ) 

3. ௗ
ௗ௫

(ݖ)݂] ± [(ݖ)݃ = ݂ᇱ(ݖ) ± ݃ᇱ(ݖ) 

4. ௗ
ௗ௫

[(ݖ)݃(ݖ)݂] = ݂ᇱ(ݖ)݃(ݖ) +  (ݖ)ᇱ݃(ݖ)݂

5. 
ௗ
ௗ௫
ቂ(௭)
(௭)

ቃ = ᇲ(௭)(௭)ି(௭)ᇲ(௭)
[(௭)]మ

 

6. ௗ௭

ௗ௫
=  ିଵݖ݊

7. Jika ℎ(ݖ) = (ݖ)′ℎ  ܽ݇ܽ݉  [(ݖ)݂]݃ =  biasa disebut dengan (ݖ)′݂[(ݖ)݂]′݃

komposisi (aturan rantai) 

ݓ݀
ݖ݀ =

ݓ݀
݀߮ .

݀߮
ݖ݀  

 
V. FUNGSI ANALITIK  

Definisi 5.1 

Fungsi ݂ analitik di ݖ, jika ada ݎ >  0 sedemikian, hingga ݂′(ݖ) ada untuk setiap 

,ݖ)ܰ  ݖ  (ݖ persekitaran) (ݎ

 

Fungsi analitik untuk setiap ݖ ℂ dinamakan fungsi utuh  
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Contoh 5.1 

(ݖ)݂ .1  = ଵ
௭
  

(ݖ)݂ .2 = ଷݔ +   ଷݕ݅

diperoleh : ݑ = ݒ  ; ଷݔ =   ଷ sehinggaݕ

௫ݑ = ௫ݒ  ; ଶݔ3 = ௬ݑ ; 0 = ௬ݒ ;0 =  ଶݕ3

dengan menggunakan persamaan C-R :  

ଶݔ3  = ݕ ଶ ݕ3 =   ௬ = 0ݑ = ௫ݒ dan ݔ ±

 persamaan C-R dipenuhi dan kontinu digaris ݕ =  ݔ ±

 berarti ݂′(ݖ) ada hanya di ݕ =  ݔ ±

 Jadi ݂(ݖ) tidak analitik dimanapun karena tidak ada kitar. 

 
Misalnya ݂ dan ݃ analitik pada ܦ, maka :  

 ݂ ±  ݃ merupakan fungsi analitik  

 ݂݃ merupakan fungsi analitik  

 ݂/݃ merupakan fungsi analitik dengan ݃ ≠ 0  

 ℎ = ݃ ∘ ݂  merupakan fungsi analitik  

 berlaku aturan L’hospital yaitu :  

lim
௭→

(ݖ)݂
(ݖ)݃ =

(ݖ)′݂
(ݖ)′݃ ,    dengan   ݃(ݖ) ≠ 0  dan  ݃′(ݖ) ≠ 0 

 
VI. TITIK SINGULAR 

Definisi 6.1 

Titik ݖଵ disebut titik singular dari ݂ jika ݂ tidak analitik di ݖଵ tetapi untuk setiap kitar 

dari ݖଵ memuat paling sedikit satu titik dimana ݂ analitik. 

 
Jenis kesingularan ݂(ݖ) atau titik singular antara lain :  

1. Titik singular terisolasi  

Titik ݖ dinamakan titik singular terisolasi dari ݂(ݖ) jika terdapat  > 0 demikian 

sehingga lingkaran |ݖ – |ݖ  =  hanya melingkari titik singular lainnya. Jika  

seperti itu tidak ada, maka ݖ =   . disebut titik singular tidak terisolasiݖ

 
2. Titik Pole (titik kutub) 
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Titik ݖ =                                                        disebut titik pole tingkat n, jika berlakuݖ

lim
௭→௭బ

ݖ) − )ݖ (ݖ)݂ = ܣ ≠ 0 

Jika ݊ =  . disebut sebagai titik pole sederhanaݖ ,1

 
3. Titik Cabang  

 Dari fungsi bernilai banyak dapat menjadi titik singular.   

 
4. Titik Singular dapat dihapuskan  

 Titik singular ݖ disebut titik singular dapat dihapuskan dari f(z) jika 

lim௭→  .ada (ݖ)݂

 
5. Titik Singular Essensial  

Titik singular ݖ =  yang tidak memenuhi syarat titik singular pole titik cabangݖ

atau titik singular yang dapat dihapuskan disebut titik singular essensial.  

 
6. Titik Singular tak hingga  

 Jika ݂(ݖ) mempunyai titik singular di ݖ = , maka sama dengan menyatakan 

݂(ଵ
௪

) mempunyai titik singular di ݓ = 0. 

 
Contoh 6.1 

 ݃(ݖ) = ଵ
(௭ିଵ)మ

 berarti titik ݖ = ݅ adalah titik pole tingkat 2 dari ݃(ݖ) 

  (ݖ)  =  ଶ  tidak merupakan titik singular|ݖ| 

 ݇(ݖ) = ln(ݖଶ + –ݖ 2) maka titik cabang adalah ݖଵ = 1 dan ݖଶ = −2  karena   

ଶݖ) + –ݖ 2) = –ݖ) ݖ)(1 + 2) = 0  

 
VII. FUNGSI HARMONIK  

(ݖ)݂ = ,ݔ)ݑ (ݕ +  mempunyai derivatif ݒ dan ݑ maka ܦ analitik pada (ݕ,ݔ)ݒ݅

parsial di semua orde yang kontinue pada ܦ. Jadi dalam ܦ berlaku C-R , ݑ௫ =  ௬ danݒ

௬ݑ = –   .௫ݒ

Karena derifatif-derivatif parsial dari ݑ dan ݒ kontinue dalam ܦ, maka berlaku 

௫௬ݒ = ௫ݑ ௬௫. Jika dalamݒ = ௬ݑ ௬ danݒ ௫ݒ– =  diderivatifkan  parsial terhadap  ݔ dan ݕ  

maka (ݔ, ௫௫ݑ berlaku ܦ (ݕ = ௬௬ݑ = 0  dan ݒ௫௫ = ௬௬ݒ = 0. 
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Jika ݂ analitik pada ܦ maka ݑ dan ݒ pada ܦ memenuhi persamaan 

differensial Laplace dalam 2 dimensi. 

߲ଶ߮
ଶݔ߲ +

߲ଶ߮
ଶݕ߲ = 0 

 
(ݖ)݂ dimana ݒ dan ݑ = ,ݔ)ݑ (ݕ +  (ࢠ)ࢌ analitik pada suatu domain maka (ݕ,ݔ)ݒ݅

harmonik pada domain tersebut. 

Dua fungsi ݑ dan ݒ sedemikian sehingga ݂(ݖ) = (ݕ,ݔ)ݑ +  analitik dalam  (ݕ,ݔ)ݒ݅

suatu domain dinamakan dua fungsi yang harmonik konjugat dalam domain itu. 

 
Contoh 7.1 

Diberikan ݔ)ݑ,  yang harmonik konjugat ݒ dan tentukan fungsi ܦ harmonik pada (ݕ

dengan ݒ = – ଷݕݔ4 ,ݕଷݔ12  ,ݔ)  ℂ (ݕ

Jawab :  

Misal diklaim konjugatnya adalah (ݕ,ݔ)ݒ  

jadi ݂(ݖ) = (ݕ,ݔ)ݑ + ,ݔ)ݒ݅  analitik pada ℂ sedemikian sehingga berlaku C-R (ݕ

௫ݑ = ௬ݑ ௬ danݒ  ௫ݒ– =

௫ݑ   = – ଷݕ4  ௬ݒ ݕଶݔ12   = – ଷݕ4   ଶݔ12 

௬ݑ  = – ଶݕݔ12  ݒ ଷݔ4  = – ସݕ  ଶݕଶݔ6   +  (ݔ)݃ 

karena ݒ௫ =– ଶݕݔ௬  maka −12ݑ + ݃ᇱ(ݔ) = ଶݕݔ12− + (ݔ)ଷ sehingga ݃ᇱݔ4 =  ଷݔ4

diperoleh ݃(ݔ) = ସݔ +  C  

Jadi ݒ = – ସݕ ଶݕଶݔ6 + ସݔ +  ܥ

 
CARA MILNE THOMSON  

Cara yang lebih praktis menentukan fungsi harmonik konjugat atau dari fungsi 

harmonik ݑ diberikan (ݕ,ݔ)ݑ harmonik pada ܦ andaikan (ݕ,ݔ)ݒ sehingga  

(ݖ)݂   = ,ݔ)ݑ (ݕ +   ܦ analitik pada (ݕ,ݔ)ݒ݅

(ݖ)′′݂   = ,ݔ)௫ݑ (ݕ +  (ݕ,ݔ)௫ݒ݅

sesuai persamaan C-R : ݂”(ݖ)  = – (ݕ,ݔ)௫ݑ   (ݕ,ݔ)௬ݑ݅ 

ݖ  = ݔ + ̅ݖ     dan  ݕ݅ = ݔ −   sehingga diperoleh ݕ݅

ݔ =
ݖ + ̅ݖ

2            dan          ݕ =
ݖ − ̅ݖ

2݅            
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(ݖ)݂ = ௫ݑ ൬
ݖ + ̅ݖ

2 ,
ݖ − ̅ݖ

2݅ ൰ − ௬ݑ݅ ൬
ݖ + ̅ݖ

2 ,
ݖ − ̅ݖ

2݅ ൰ 

Suatu identitas dalam ݖ dan ̅ݖ, jika diambil  ݖഥ =  maka ݖ

݂ᇱ(௭) = ,ݖ)௫ݑ 0) − ,ݖ)௬ݑ݅ 0). Jadi ݂(ݖ) adalah fungsi yang derivatifnya ݑ௫(ݖ, 0) −

,ݖ)௬ݑ݅ 0) kemudian didapat (ݕ,ݔ)ݒ 

 
Contoh 7.1 

Dari Contoh 1 dengan ݑ = – ଷݕݔ4   ℂ, jika diselesaikan dengan (ݕ,ݔ) ,ݕଷݔ4 

menggunakan cara Milne Thomson. 

Jawab : 

௫ݑ  = –ଷݕ4  ݕଶݔ12

௬ݑ  = –ଶݕݔ12  ଷݔ4

 ݂ᇱ(ݖ) = ,ݖ)௫ݑ 0)− ,ݖ)௬ݑ݅ 0) 

           = – ݅(–  (ଷݖ4 

                      =  ଷݖ4݅ 

 sehingga ݂(ݖ) = ସݖ݅ +  ܣ

(ݖ)݂  = + ݔ)݅ ସ(ݕ݅  +  ܣ

             = –ଷݕݔ4 ݕଷݔ4 + –ସݔ)݅ ଶݕଶݔ6 + (ସݕ +  ܣ
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