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BAB |

Matriks dan Operasi — Operasinya

A. Definisi Matriks
Matriks adalah suatu susunan bilangan berbentuk segi empat siku-siku. Bilangan-
bilangan dalam susunan itu disebut entri dalam matriks tersebut.
Contoh1.1

-1 3 e m —2 3
[o 2],[3 ~2 10 1],[9 3 —1],[4],[—6]
5 —6 4 0 0

Ukuran matriks dinyatakan dengan banyaknya baris (garis horizontal) dan kolom
(garis vertikal).

Misalnya, matriks pertama dalam Contoh 1.1 berukuran 3 x 2, karena matriks tersebut
memiliki tiga baris dan dua kolom. Matriks-matriks lainnya pada contoh 1.1 memiliki
ukuran1x4,3x3,2x1,1x1,

Secara umum suatu matriks tersusun atas baris dan kolom, jika matriks tersusun atas
m baris dan n kolom maka dikatakan matriks tersebut berukuran (berordo) m % n.
Penulisan matriks biasanya menggunakan huruf besar A, B, C dan seterusnya,
sedangkan penulisan matriks beserta ukurannya (matriks dengan m baris dan n

kolom) adalah Amxn, Bmxn dan seterusnya.

Bentuk umum dari matriks Amxn adalah:

a dp .. A

gy 4 - 91y
Am_\m_ ]

Tl G2 e Ay

ajj disebut elemen dari A yang terletak pada baris i dan kolom j.

Dua matrik disebut sama, jika ordonya sama dan entri yang seletak bernilai sama,
matrik A dan B sama ditulis A = B.

Contoh 1.2

2a 3
1 4b

tentukan nilai a, b dan c.

Diketahui: A = [ ] dan B = [_CZ 33;er]' Jika matriks A sama dengan matriks B,



Jawab

Karena matriks A = B, maka entri-entri yang seletak bernilai sama, sehingga
2a=-2-a=-1

4b=3+b->b=1

c=1

. Jenis-Jenis Matriks

Ada beberapa jenis matriks yang perlu diketahui yaitu:

1. Matriks Kolom dan Matriks Baris
Matriks kolom adalah matriks hanya satu kolom (disebut juga vektor kolom). Jadi
pada contoh 1.1 matriks 2 < 1 adalah matiks kolom.
Matriks baris adalah matriks hanya satu baris (disebut juga vektor baris). Jadi pada
contoh 1.1 matriks 1 x 4 adalah matiks baris.
Sedangkan matriks 1 x 1 pada contoh 1 adalah matirks kolom dan matriks baris.

2. Matriks Persegi
Matriks persegi adalah matriks yang banyak barisnya sama dengan banyak
kolomnya. Pada matriks persegi yang berukuran n x n, terdapat istilah diagonal
utama. Elemen-elemen diagonal utama sebanyak n yaitu : ai1, a2, ..., @nn.
Contoh 1.3

ﬂ'l' ﬂ'l'u ;
A = : - Elemen diagonal a;1 dan az
i1 dx
ayp App A3
As3=lay an an Elemen diagonal a;1, az, dan ass
a3 d33 ds

3. Matriks Diagonal
Matriks diagonal adalah matriks yang elemen bukan diagonalnya bernilai nol.
Dalam hal ini tidak disyaratkan bahwa elemen diagonal harus tak nol.

Contoh 1.4

S N ER R AN

4. Matriks Segitiga
Matriks segitiga adalah matriks persegi yang elemen — elemen dibawah atau diatas

elemen diagonal bernilai nol.



Ada 2 jenis matriks segitiga, yaitu:

a. Matriks Segitiga Atas adalah matriks yang elemen-elemen di bawah diagonal
utama bernilai nol.

b. Matriks Segitiga Bawah adalah matriks yang elemen-elemen di atas diagonal
utama bernilai nol.

Contoh 1.5

A=

=T =
[ T e [
[

000 1 0
.B=1J1 0 0, C=1]0 1
010 0 0

o O

Matriks A adalah matriks segitiga atas, matriks B adalah matriks segitiga bawah

dan matriks C adalah matriks segitiga atas dan matriks segitiga bawah.

. Matriks Identitas

Matriks ldentitas adalah matriks diagonal yang elemen diagonalnya bernilai 1.
Contoh 1.6

1 0 0
A:E ﬂ B=10 10]
0 0 1
. Matriks Nol

Matriks Nol adalah matriks yang semua elemennya bernilai nol.

Contoh 1.7
0 0
A:P % B=o o
0 O 00

. Matriks Berbentuk Esselon Baris

Suatu matriks dikatakan berbentuk eselon baris jika memenuhi syarat- syarat

berikut :

a. Untuk semua baris yang elemen — elemennya tak-nol , maka bilangan tak nol
pertama pada baris tersebut haruslah = 1 (1 disebut satu utama).

b. Untuk sembarang dua baris yang berurutan, maka satu utama yang terletak
pada baris yang lebih bawah harus terletak lebih ke kanan daripada satu utama
pada baris yang lebih atas.

c. Jika suatu baris semua elemennya adalah nol, maka baris tersebut diletakkan

pada bagian bawah matriks.



Contoh 1.8

101
A=0 1 o

@ 3
g
0000 0 0

Notasi @menyatakan 1 utama.

, B=

8. Matriks Berbentuk Esselon Baris Tereduksi
Suatu matriks dikatakan berbentuk eselon baris tereduksi jika memenuhi syarat—
syarat berikut :
a. Syarat 1 - 3 pada matriks berbentuk esselon baris
b. Kolom yang memiliki satu utama harus memiliki elemen nol ditempat lainnya.
Contoh 1.9

C. Operasi Pada Matriks
1. Penjumlahan Matriks
Operasi penjumlahan dapat dilakukan pada dua buah matriks yang memiliki
ukuran yang sama.
Aturan penjumlahan yaitu dengan menjumlahkan elemen - elemen yang letaknya
bersesuaian pada kedua matriks.
Contoh 1.10

a b e f ate b+f
—+ =
c d g h c+g d+h

2. Perkalian Matriks dengan Matriks
Operasi perkalian matriks dapat dilakukan pada dua buah matriks (A dan B) jika
jumlah kolom matriks A = jumlah baris matriks B.
Aturan perkalian
Misalkan Amn dan Bnk maka Amn Bnk = Cmk dimana elemen — elemen dari C (cij)
merupakan penjumlahan dari perkalian elemen—elemen A baris i dengan elemen —

elemen B kolom j.



Contoh 1.11
) E m
::"L=|:ﬂ ? C:| .B=1|7 o| maka Ay B3y =Cxp= {

ak+bl+em an+bo +cp}
m p

dk+el+ fm dnteo+ o

3. Perkalian Matriks degan Skalar
Suatu matriks dapat dikalikan suatu skalar k dengan aturan tiap —tiap elemen pada
A dikalikan dengan k.
Contoh 1.12

3 a b cf| |[3a 3 3c
d e f 3d 3e 3f
4. Transpose Matriks

Transpose matriks A (dinotasikan At ) didefinisikan sebagai matriks yang baris —

barisnya merupakan kolom dari A.

Contoh 1.13
1 4
1 2 3 ¢ )
a2 > ama s
4 5 6 : 6

D. Matriks Invers
Definisi
Jika A, B matriks persegi dan berlaku AB = BA = | (I matriks identitas), maka dikatakan
bahwa A dapat dibalik dan B adalah matriks invers dari A ( notasi A1).
Contoh1.14

A=[2 _1. B=[3 5} > AB=BA=[1 0]
1 3 1 2 01

MakaB = A-1dan A=B-!

Sifat-sifat yang berlaku :
« (A=A
e (AB)1=B-1A1



Latihan |

1. Tentukan jenis dari matriks — matriks di bawabh ini (jika memenuhi lebih dari satu,

tuliskan semua)!

11 0 L o 100 11 3
A:012,B:[O 1],6:010,13 0 0 0
000 2 0 1 00 1

2. Diketahui:A:[i _01]3:[3 :; g]cz[i :1 é]

a. HitungB +C!
b. Tentukan AB dan AC, kemudian tentukan AB + AC!
c. Dari perhitungan B + C, tentukan A(B + C). kemudian bandingkan hasilnya dengan

jawaban b!
3. Dari soal nomor 2, tentukan:
a. (AB)t dan (AC)t!

b. Hitung BtAtdan CtAt, kemudian bandingkan hasilnya dengan jawaban a!

4. Tunjukkan apakah matriks B merupakan invers Al

a. A:[i _Zg]danB:_ig[:i _22]
b. A:[i _éz]danB:[é 2]



BAB Il
SISTEM PERSAMAAN LINEAR

A. Persamaan Linear
Definisi
Suatu persamaan linear dalam n peubah x;,x,,...,x, sebagai suatu persamaan yang
dapat disajikan dalam bentuk
ax;+ax, +--+a,x,=b
Dengan ay, a,, ..., a, dan b konstanta real.
Contoh 2.1
x+3y=7
x +3y? =
X1 +3x,—2x3+x, =9
2x+y—xz+z=3

y=sinx—1

o g~ 0N BF

y=2x—3z
Nomor 1, 3, 6 adalah contoh persamaan llinear, sedangkan nomor 2, 4, 5 adalah bukan

contoh persamaan linear.

Penyelesaian (solusi) suatu persamaan linear a,x; +a,x, + -+ a,x, =b adalah
barisan n bilangan s,,s,,...,s,, sedemikian sehingga persamaan tersebut bernilai
benar, jika kita mensubstitusikan x; = s;,x, = $3, ..., X, = Sp,.

Himpunan semua penyelesaian persamaan tersebut disebut himpunan penyelesaian.

B. Sistem Persamaan Linear
Definisi
Sistem persamaan linear adalah suatu himpunan terhingga dari persamaan linear
dalam peubah x4, x5, ..., x5,
Contoh 2.2

a. +

x+ 2y

2 b. x—y +z=4
6 Xty =0

[ R

Pada contoh a, merupakan sistem persamaan linear dengan 2 peubah, sedangkan

contoh b, merupakan sistem persamaan linear dengan 3 peubah.



Barisan bilangan sy, s,, ..., s, disebut penyelesaian sistem persamaan linear tersebut,
jika x; =58;,%, =55, ..., X, =S, Mmerupakan penyelesaian (solusi) dari setiap

persamaan dalam sistem tersebut.

Tidak semua sistem persamaaan linear memiliki penyelesaian (solusi), sistem
persamaan linear yang memiliki penyelesaian memiliki dua kemungkinan yaitu
penyelesaian tunggal dan penyelesaian banyak. Secara lebih jelas dapat dilihat pada
diagram berikut:

tidak memiliki penyelesaian (tak konsisten)
solusi tunggal
solusi banyak

SPL memiliki penyelesaian (konsisten){

Pada sistem persamaaan linear dengan dua peubah, secara geometris jika SPL tidak
mempunyai penyelesaian maka grafiknya berupa dua garis yang saling sejajar, jika
penyelesaiannya tunggal maka himpunan penyelesaiannya berupa sebuah titik hasil
perpotongan dua garis sedangkan jika penyelesaiannya banyak maka himpunan

penyelesaiannya berupa dua garis lurus yang saling berhimpit.

Contoh 2.3
a. x+y=2 grafiknya:
2x+2y=6
w2x+2y=6
Xty =2
>

Grafik tersebut menunjukkan bahwa kedua garis sejajar sehingga tidak

penyelesaian yang memenuhi sehingga disimpulkan bahwa SPL tidak konsisten.

b. x+y=2 grafiknya:
x—y=2

r—yv=

)
x—y=2

Grafik tersebut menunjukkan bahwa himpunan penyelesaian dari SPL adalah titik
potong antara x + y = 2 dan x — y = 2 yaitu titik (2,0). Jadi penyelesaian dari SPL
adalah tunggal yaitu x = 2dany = 0.

8



c. x+y=2 grafiknya:

2x+2y=4 Cx+y=2

5 >
‘ \__...______...:’:1-+:zv=¢

Grafik diatas bahwa x + y = 2 dan 2x + 2y = 4 saling berhimpit sehingga hanya

terlihat seperti satu garis saja. Himpunan penyelesaian dari SPL semua titik yang
terletak disepanjang garis tersebut. Misalkan diambil x = 0 maka didapatkany = 2
yang memenuhi persamaan, jika x =1 maka nilai y =1 adalah nilai yang
memenuhi. Secara matematis dapat dituliskan sebagai : {(x,y)|lx=2—y,x €

R,yER}

Untuk kasus sistem persamaan linear dengan menggunakan dua peubah, pembuatan
grafik untuk menentukan himpunan penyelesaian seperti ini masih memungkinkan,
hanya saja untukSPL dengan banyaknya peubah lebih dari dua hal ini sulit dilakukan.
Berikut ini ada suatu cara untuk menyelesaiakn SPL jika banyaknya peubah lebih dari

dua.

. Operasi Baris Elementer

Ketika dihadapi masalah yang berkaitan dengan sistem persamaan linear terutama
yang menggunakan banyak peubah, maka hal pertama yang dapat digunakan untuk
menyederhanakan permasalahan adalah dengan mengubah sistem persamaan linear

yang ada ke dalam bentuk matriks.

Adapun langkah-langkah dalam menyelesaiakan SPL dengan banyak peubah, yaitu:
1. Mengubah SPL ke dalam bentuk matriks diperbesar
Untuk melihat secara lebih mudah definisi dari matriks diperbesar akan
ditunjukkan berikut ini :
Diketahui SPL dengan m buah persamaan linear dan n peubah
Ay1X1 + Q1pXp + o+ A Xy = by

Ap1Xq + AypXy + o+ AynXy = by

Am1X1 F AQmaXy + o+ AppXp = bm



Sistem persamaan linear diatas dapat ditulis dalam bentuk matriks AX = B dengan

ay; Qg . - Qun X1 [bl]
azq az» .- Qzp X2 bZ
s A B:i.J'
An1 Az | . Ann Xn bm

Matriks yang memiliki berukuran n x 1 atau 1 x n biasa disebut vektor. Penulisan
vector sedikit berbeda dengan penulisan matriks, yaitu menggunakan huruf kecil
dengan cetak tebal atau digaris atasnya . Jadi matriks X dan B diatas biasa
dituliskan sebagai x dan b atau X¥ dan b sehingga SPL dapat dituliskan sebagai
X = b.Pada SPL yang berbentuk seperti ini , matriks A juga biasa disebut sebagai
matriks konstanta.

Untuk menyelesaikan persamaan linear diatas maka dibuat matriks diperbesar dari
A dan b yang elemen - elemennya merupakan gabungan elemen matriks A dan

vektor b yang dinotasikan [A |b ], yaitu

[G11 Q12 - Ain b1]

_ .o.oa b
(] =" @ -
[aml A2 . Qmn bmJ

Mengubah bentuk matriks diperbesar menjadi bentuk matriks eselon baris
tereduksi melalui prosedur eliminasi Gauss — Jordan. Pada proses eliminasi
tersebut operasi — operasi yang digunakan disebut Operasi Baris Elementer (OBE).
Dalam operasi baris elementer ini ada beberapa operasi yang dapat digunakan,
yaitu:

a. Mengalikan suatu baris dengan konstanta tak nol

b. Mempertukarkan dua buah baris

c. Menambahkan kelipatan suatu baris ke baris lainnya

Dengan menggunakan operasi baris elementer, maka matriks eselon baris
tereduksi yang didapatkan akan ekuivalen dengan matriks awalnya sehingga
penyelesaian untuk matriks eselon baris tereduksi juga merupakan penyelesaian
untuk matriks diperbesar.

Untuk menyelesaikan persamaan linear dengan eliminasi Gauss-Jordan dapat

ditunjukkan dalam contoh berikut:

10



Contoh 2.4

a. X+2y+3z=1
2X+5y+3z=06
X+ 8z =—0
1 2 .
— I
Matriks diperbesar IA !bJ= 25 I 6
10 |6
Operasi Baris Elementer menghasilkan:
123 | 1 2 3 | 1] B1-2m2[1 0 9 -7
— | | |
[‘ﬂb]: 253 1 6|~b2-28110 1 -3 | 4|~ 01 -3 | 4
1 08 1-6] &-s|0 -2 5 1-7| »3+22(0 0 -1 ! 1
10 9 |-7] »1-93[1 0 0 | 2
1 | .
~ 0 1 -3 | 4|~p2+3b3|0 1 0 | 1|-> bentuk eselon baris
-0 0 11—l 0 1 |-l

tereduksi

Dari bentuk eselon baris tereduksi maka dapat dibuat persamaannya , yaitu :
Daribaris 1 (bl) 2 x+ 0y +0z= 2 2 x= 2
Daribaris2(b2) 2 0x +y+0z=1 = y=1
Daribaris 3 (b3) 2 Ox + Oy +z=-1 2> z=-1

Jadi penyelesaian SPL diatas adalah tunggal , vaitu :

[
1l

D. Sistem Persamaan Linear Homogen

Sistem Persamaan Linear Homogen merupakan kasus khusus dari Sistem persamaan
linear biasa Ax = b untuk kasus b = 0. Karena bentuknya yang demikian maka pastilah
pada matriks diperbesar [A|E] setelah dilakukan eliminasi Gauss-Jordan kolom
terakhirnya akan selalu nol sehingga penyelesaian dari SPL akan selalu ada. Ada dua
macam penyelesaian dalam SPL homogen ini yaitu trivial (tak sejati) dan tak trivial
(sejati).

Penyelesaian trivial terjadi jika satu — satunya penyelesaian untuk SPL adalah x = 0 hal
ini terjadi jika semua kolom pada matriks diperbesar [A|E] (setelah dilakukan
eliminasi Gauss— Jordan) memiliki satu utama kecuali untuk kolom yang terakhir atau
dengan kata lain semua kolom pada matriks A memiliki satu utama. Jika hal yang
sebaliknya terjadi yaitu tidak semua kolom pada matriks A (setelah dilakukan

eliminasi Gauss-Jordan) memilki satu utama atau jika terdapat baris nol maka

11



penyelesaian untuk SPL adalah penyelesaian tak trivial yaitu penyelesaian tak hingga
banyak.

Contoh 2.5

Diketahui sistem persamaan linear homogen

1 20
-1 -2 1
2 31

X

]

0
=|0
z 0

Penyelesaian dari SPL homogen diatas adalah

1 20 0]t 20 (0]t oo0}o0

— | | |
lai5]=]-1 =21 lof~Jo o1 {o|~jo 1 0lo0
2 31 10| Jo-11 10 oo 110

Pada matriks yang terakhir terlihat bahwa semua kolom matriks A memiliki satu
utama
sehingga penyelesaiannya adalah trivial yaitu
N
=0
z 0

L

Contoh 2.6

Diketahui sistem persamaan linear homogen

1 -1 2 -1

x| |0
2 1 =2 =2||»]|_|oO
-1 2 -4 1|z |o
30 0 -3||w| |0

Penyelesaian dari SPL homogen diatas adalah:

1 -1 2 -1}0 1 -1 2 -1}0][1 0 0 -1}0

I I I

|- 2 01 -2 -210 0 3 -6 Lol |0 1 -2 0l o0
lAIf?I= i i - i
- -1 2 -4 110 0 1 -2 1ol |0 0o 0o o01lo0
30 0 =310 0 3 -6 010/ |0 0 0 010

Pada matriks yang terakhir terlihat bahwa hanya dua kolom dari matriks A yang
memiliki satu utama atau terdapat dua baris nol , ini berarti bahwa penyelesaian SPL

adalah tak trivial yaitu penyelesaian banyak dengan dua parameter yaitu:

12



Z . . . 1
= Jjika diambilz=sdanw =1+ s,/ € Rmaka |~ |=

Ly
t
Ly
£ty

E. Menentukan Matriks Invers
Pada bab sebelumnya sudah dibahas tentang invers suatu matriks. Invers suatu
matriks (misalkan invers A) dapat dihitung dengan menggunakan eliminasi Gauss—
Jordan terhadap matriks diperbesar [A |I] dimana ukuran | sama dengan ukuran A.
Cara perhitungan seperti ini didasarkan dari sifat A A= = I. Untuk menentukan solusi
dari SPL tersebut maka berdasarkan prosedur yang telah dipelajari sebelumnya, maka
dapat dilakukan eliminasi Gauss - Jordan terhadap matriks [A |I]. Jika A memang
memiliki invers maka matriks eselon baris tereduksinya akan berbentuk [I |[A~1]. Jika
setelah melakukan eliminasi Gauss-Jordan tidak diperoleh bentuk [I]A~1] maka

disimpulkan bahwa matriks tersebut tidak memiliki invers.

Contoh 2.7
2 55
Diketahui A = |-1 -1 0/, tentukan A~ jika ada!
2 4 3
Jawab:
2 5511 0 1 10!/0 -10] 110 !0-1 0
[_4:1][110501 03511 2 0f~jo12 11 0 -1
> 4310 0 02310 21| ]o23 10 2 1
10 -2 -1 -1 1 00 | 3 -5 -5
~fo1 2 11 o0 “1f~lo 10 -3 4 %=lfif1J
00 -1 -2 2 3| ]oo1 1 2 -2 -3
3 -5 -5
Jadi A™ = { -3 4 5
2 -2 -3

Contoh 2.8

)
Diketahui matriks A=| 2 4 -1
]

Tentukan invers matriks A jika ada!

13



Jawab:

16 41100t 6 4 !100][t 6 411 00

| | |
[4171]=]2 4 -1 !0 1 0|~j0 -8 -9 =2 1 0|~|0 -8 -9 -2 1 0
12 sioo01|lo 8 9110100 o0 -111

Walaupun matriks belum dalam bentuk eselon baris tereduksi, tapi perhitungan sudah
dapat dihentikan pada tahap ini sudah terlihat bahwa bentuk [/ |[4~!] tidak akan bisa
didapatkan sehingga dapat disimpulkan matriks A tidak memiliki invers.

Suatu matriks konstan (A) yang memiliki invers , maka SPL Ax = b yang berkaitan

akan memiliki solusi tunggal yaitu : A=b , jika berupa SPL Homogen maka x = 0.

14



Latihan 11
1. Gunakan eliminasi Gauss—Jordan untuk mendapatkan bentuk eselon baris tereduksi
dari matriks — matriks berikut:
1 0 -1 2 11 1 -1
a.[Zl 13] b.[Ol 10]

0 -1 2 4 0 0 11

2. Tuliskan sistem persamaan linear berikut dalam bentuk matriks kemudian
tentukan penyelesaiannya (jika ada)!
a 2x+y—z=1

—3x+2y=-1
4y —z =3
b. 3x; —3x,=-3
2x) + Xy — 2%3 — 2%, = =2
X1 — X, +2x3—x, =—1
—x, +2x, —4x;+x, =1
C. x;—2x,+x3—4x, =1
X, +3x, +Tx3+2x, =2

X, —12x, +x3+x, =6

3. Tentukan invers matriks dari matriks berikut (jika ada)!

1 2 2 210
a. A=(2 11 b. B=|0 1 2
3 3 2 111
[2 1 3 1 2 3
c C=|(2 0 -1 d C=1{2 5 3
11 1 1 0 8

4. Diketahui persamaan R ¥ = 0 dengan R matriks konstanta pada nomor 3,

Tentukan jenis solusi dari SPL dan tuliskan solusinya!
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BAB 111
DETERMINAN MATRIKS

A. Definisi Determinan

Misalkan A matriks persegi, fungsi determinan A sering dituliskan sebagai determinan
(disingkat det (A) atau |A|) didefinisikan sebagai jumlah semua hasil kali elementer
bertanda dari A.

Jika A berukuran xn , maka hasil kali elementer dari matriks A akan berbentuk:
A1p1-A2pz - Anpn dimana p;p, ... p, merupakan permutasi dari bilangan — bilangan
1,2,...,n. Tanda dari a;p;.azp; ... anpn Sendiri ditentukan dari banyaknya bilangan
bulat besar yang mendahului bilangan yang lebih kecil (banyaknya invers) pada
bilangan p,p, ... p,, jika banyaknya invers adalah ganjil maka tandanya negatif (-) dan

jika sebaliknya tandanya positif (+).

Contoh 3.1

Diketahui A = [‘C‘ Z]

Tentukan det (A)!

Jawab

Banyaknya permutasi 1,2 ( karena A berukuran 22 ) = 2 yaitu 12 dan 21 Pada
bilangan 12 akan didapatkan banyaknya invers = O sehingga tanda untuk hasil kali
elementer a,,.a,, adalah (+), sedangkan untuk hasil kali elementer a;,.a,; akan
bertanda (-) karena pada bilangan 21 terdapat satu angka bulat yang mendahului
angka yang lebih kecil.

\]a.dl det (A) = +a11. a22 - alz. a21 = ad - bC .

Contoh 3.2
a1 Q12 Qg3

Diketahui B = @21 a2z azs|, tentukan det (B)!
az; dzp dzz

Jawab

Untuk mempermudah, akan dibuat tabel berikut:
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permutasi | Hasil kali elementer Banyak Hasil kali elementer bertanda
invers
123 Qy1.03z. 433 0 +aq;.03;2. 033
132 Qq1-A23. 033 1 —011.A23-A32
213 QA12.A21.- 0433 1 —Qq2.d21.A33
231 Q1. 023. 031 2 +aq3. Az3. 43,
312 Q13- 0z1. A3z 2 +0a43.031.A3;
321 Qa13-A22. 031 3 —Qq3.d22-431

Jadi, det (B) = +a;1. Az A3z — A11. Gz3. A3z + A1p. Az3.A31 — G12.Gp1. A3z + Ay3.Ap1. A3y —

Untuk kasus matriks yang berukuran lebih dari 3x3 , tentunya penentuan nilai
determinan dengan menggunakan definisi tersebut menjadi kurang efektif dan lebih

rumit. Berdasarkan definisi dari determinan tersebut maka dikembangkan metode

a13.033.031

perhitungan determinan yang lebih cepat yang akan dibahas dibagian selanjutnya.

B. Metode Perhitungan Determinan

1. Ekspansi Kofaktor

Pada metode ini dikenal beberapa istilah, antara lain:

Minor elemen a;; (M;;) yaitu determinan yang didapatkan dengan menghilangkan

baris ke-i dan kolom ke-j matriks awalnya.

Kofaktor elemen a;; (C;;) = (—1)™*/M;;

Jika A matriks bujur sangkar berukuran n < n, maka dengan menggunakan metode

ini perhitungan determinan dapat dilakukan dengan dua cara yang semuanya

menghasilkan hasil yang sama yaitu:

~ ekspansi sepanjang baris i
det(A) = a;;Cyy + apCp + .
~ ekspansi sepanjang kolom j

det(4) = ay;Cy; + azCy + ..

Contoh 3.3

Diketahui A =

1 2 3

4 3 1

+ ainCin

+ Ani Cni
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Jawab
Akan dicoba menggunakan ekspansi baris 1 untuk menghitung det (A)

det (A)=a;1C11 + a12Ci; +a3C3

ol
Cu=(C1)""My= My = ; 1‘=:—3=—1
21
Cra=(-1)"Mp=—My =—‘4 ]‘ =—(2-4)=2
143 2 2
Cis=(-1)"Mp= Mp = =6-8=-2
13=(1) 1 1 43

Jadidet (4) = (1.-1)+(2.2)+(3.-2) = -3

Contoh 3.4
1 0 3

Diketahui B = [2 2 1|, hitung det (B)!
1 0 1

Jawab

Jika melihat sifat dari metode ini , maka perhitungan akan lebih cepat jika ada
elemen a;; yang bernilai 0. Jadi pemilihan baris/ kolom akan sangat menetukan
perhitungan.

Dalam contoh ini terlihat bahwa baris/kolom yang mengandung banyak nilai O
adalah kolom 2. Jadi det (B) akan dapat dihitung secara cepat menggunakan
ekspansi terhadap kolom 2.

det (B) = a,,Cy, + ay,Cyy + as,C3; = a,,C,, (karenaal2 dan a32 bernilai 0)

Cn=(-1)"Mn=My, = ‘

Jadidet(B)=2.-2=-4

2. Reduksi Baris Menggunakan Operasi baris Elementer
Penggunaan metode ini sebenarnya tidak lepas dari metode ekspansi kofaktor
yaitu pada kasus suatu kolom banyak mengandung elemen yang bernilai O.
Berdasarkan sifat ini maka matriks yang berbentuk eselon baris atau matriks
segitiga akan lebih mudah untuk dihitung nilai determinannya karena hanya
merupakan perkalian dari elemen diagonalnya. Reduksi baris dilakukan dengan
mengubah kolom — kolom sehingga banyak memuat elemen 0. Biasanya bentuk
metriks akhir yang ingin dicapai adalah bentuk eselon baris atau bentuk segitiga

tetapi ini tidak mutlak. Jika bentuk eselon atau segitiga belum tercapai tetapi
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dianggap perhitungannya sudah cukup sederhana maka determinan bisa langsung
dihitung. Dalam melakukan reduksi baris operasi yang digunakan adalah operasi
baris elementer.
Pada operasi baris elementer ada beberapa operasi yang berpengaruh terhadap
nilai determinan awal, yaitu:
~ lJika matriks B diperoleh dengan mempertukarkan dua baris pada matriks A
maka det (B) = - det (A)
~ lJika matriks B diperoleh dengan mengalikan konstanta k ke salah satu baris
matriks A maka det (B) = k det (A)
~ lJika matriks B didapatkan dengan menambahkan kelipatan suatu baris ke
baris lainnya, maka det (B) = det (A)

Contoh 3.5
1 2 3
DiketahuiA = (2 2 1|, tentukan det (A) dengan menggunakan reduksi baris!
4 3 1
Jawab
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
Al= |2 2 1|= |0 -2 -5| =(¢Dlo 1 [ =j0 1 #
4 3 1 0 -5 -11 0 -5 -11 0 o 3
=(—2}.1.1.% =3

C. Menentukan Himpunan Penyelesaian Sistem Persamaan Linier dengan Metode
Crammer
Metode Crammer didasarkan atas perhitungan determinan matriks. Suatu SPL yang
berbentuk Ax = b dengan A adalah matriks bujur sangkar dapat dikerjakan dengan
metode Crammer jika hasil perhitugan menunjukkan bahwa det(4) # 0. Penyelesaian
yang didapatkan dengan metode ini adalah penyelesaian tunggal.
Diketahui suatu sistem persamaan linier berbentuk Ax = b dengan A adalah matriks

persegi berukuran n x n dan det(4) # 0 sedangkan nilai ¥ dan b adalah:

b1

Maka penyelesalan untuk x adalah:
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Al a4l
Ve TR VT

A; adalah matriks A yang kolom ke—-i nya diganti dengan vektor b .

Contoh 3.6

Diketahui sistem persamaan linier berbentuk Ax = b

2 2 ghl-Li

1. Periksa apakah metode Crammer dapat digunakan untuk mendapatkan
penyelesaian SPL?

2. lika bisa, tentukan penyelesaian untuk x

Jawab
2 5 5
a det(4)=|-1 -1 o|=(-D.(-D J+D[5 3|=@5-20-
2 4 3
(6-10)=-1
Karena det (A) = -1 maka metode Crammer dapat digunakan.
1 5 5
b. det(4)=[1 -1 ol=C-D.W[ 2|+n|t 2|=-15-20)-
4 3 -1 3
-1 4 3
3+5)=-3
2 1 5
det(4)=|-1 1 o|=(CD.-D|Y 2+ 2|=@+5+(@6-10)=4
-1 3 2 3
2 -1 3
2 5 1
det(4;)=|-1 -1 1|=-3
2 4 -1
Jadi nilai untuk x, y dan z adalah:
A =3 1Al 4 _ Al -3
ST T R T AT T R T T

Menentukan invers suatu matriks dapat juga menggunakan rumus berikut:

Al = %}Aﬁdimana adj (A) = Ctdan C = {c;;}, ¢; = kofaktor elemen a;;

20



D. Hubungan Determinan, Invers Matriks dan Penyelesaian untuk Sistem Persaman
Linier
Jika suatu SPL berbentuk Ax = b dan A matriks persegi, maka sifat dari penyelesaian
SPL dapat diketahui dari nilai determinan A atau invers matriks A. Berikut ini adalah
hubungan yang berlaku:
det(4) #0 < A lterde inisi (ada) < penyelesaian tunggal untuk SPL
det(4) =0 < A~!tidak terde inisi (tidak ada)
det(4) = 0 & SPL tidak memiliki penyelesaian

SPL memiliki penyelesaian banyak

Pada kasus det(4) # 0 untuk menentukan penyelesaiannya dapat digunakan invers
matriks untuk menghitungnya, yaitu ¥ = A~*b. Sedangkan pada kasus det(4) =0,
untuk menentukan penyelesaian SPL harus digunakan eliminasi Gauss-Jordan pada

matriks diperbesar [A|b].
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Latihan 111
1. Gunakan ekspansi kofaktor untuk menghitung determinan dari matriks — matriks

berikut;

1 1 01 30 01

201 0 01 0 2
a A= b B=

41 0 2 2 3 2 3

31 3 3 4 20 2

2. Gunakan reduksi baris untuk menghitung determinan dari matriks — matriks berikut:

]

-1 b. B=

oo

b=

Il
Aol o
LS T S

| I R )
It Pt = D
o
Padd = Pd b
et 2 LN

3. Diketahui sistem persamaan linear berikut:

¥

=
LB e R S
SRS

3
1| |v|[=
1 -

a. Periksa apakah metode Crammer dapat digunakan untuk menentukan
penyelesaian SPL?

b. lJikaya, tentukan nilai untuk x !
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BAB IV
RUANG - RUANG VEKTOR

A. Ruang - n Euclides
Pada saat pertama kali ilmu vektor dikembangkan , hanya dikenal vektor — vektor di R2
dan RS saja, tetapi dalam perkembangannya ternyata didapatkan permasalahan yang
lebih kompleks sehingga dikembangkan vektor — vektor di ruang berdimensi 4, 5 atau
secara umum merupakan vektor — vektor di R". Secara geometris memang vektor —
vektor di R* dan seterusnya memang belum bisa digambarkan, tetapi dasar yang
digunakan seperti operasi — operasi vector masih sama seperti operasi pada vektor —
vektor di RZ dan R3. Orang yang pertama kali mempelajari vektor — vektor di Rn adalah
Euclidis sehingga vector — vektor yang berada di Rn dikenal sebagai vektor Euclidis,
sedangkan ruang vektornya disebut ruang —n Euclidis.
Operasi standar / baku pada vektor Euclidis
Diketahui u dan v adalah vektor — vektor di ruang —n Euclidis dengan
= (upuy,...,up)danv = (v, v,...,v,)
Penjumlahan vektor
U+7 = (ug +v,uy + vy, ..., U, +1p)
Perkalian titik
U+T = (U vy +Up Uy + o+ U )
Perkalian dengan skalar
ku = (kuy, ku,, ..., kuy,)

Panjang vektor

lall = @)z = Vu? +w? + -+ u,?

Jarak antara vektor

d(u,v) = \/(u1 =)+ (uy — )2 + -+ (U, — 1v,)?
Contoh 4.1

Diketahuia = (2,1,21)danb = (1,1,2,2)

Tentukan jarak antara a dan b!

Jawab

d@b)=y@2-12+(1-1)2+(2-2)2+(1-2)2

=/12+02+ 02+ (-1)2=+2
23



B. Ruang vektor umum
Selama ini kita telah membahas vektor — vektor di Rn Euclides dengan operasi —
operasi standarnya. Sekarang akan membuat konsep tentang ruang vector dengan
konsep yang lebih luas.
Ada 10 syarat agar V disebut sebagai ruang vektor, yaitu:

Vu,7eEVmakau+v eV

Vi, 7EVmakatu+v=v+1u

v, v, weVmaka(@+v)+w= u+{@+w)

30 € VsehinggavVi € VmakaO+u =udanu+0=1u

VueV,3—u €V sehinggast + (—z) =0dan (—u) +u =0

Vu € V dan Vkadalah scalar maka ki € V

vu € V dan Vk adalah skalar maka k(u + 7) = ki + k¥

vu € V dan Vk, [ adalah skalar maka (k + D)u = ku + lu

vu € V dan Vk, [ adalah skalar maka (kl)u = k(lu)

© © N o o &~ w Dd PR

10.vu e Vmakalu =udanul =u

Dalam hal ini tentunya yang paling menentukan apakah V disebut ruang vector atau
tidak adalah operasi — operasi pada V atau bentuk dari V itu sendiri. Jika V merupakan
ruang vektor dengan operasi — operasi vektor ( operasi penjumlahan dan operasi
perkalian dengan skalar ) yang bukan merupakan operasi standar, tentunya V harus
memenuhi 10 syarat diatas, jika satu saja syarat tidak dipenuhi maka tentunya V bukan
merupakan ruang vektor.

Contoh 4.2

a

Tunjukkan bahwa V yaitu himpunan matriks yang berbentuk [b

i]dengan operasi

standar bukan merupakan ruang vektor, a, b, c € R!
Jawab
Untuk membuktikan V bukan merupakan ruang vektor adalah cukup dengan

menunjukkan bahwa salah satu syarat ruang vektor tidak dipenuhi. Dan syarat
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pertama ternyata tidak dipenuhi. Sehingga untuk menunjukkannya, kita cukup

memberikan satu contoh kontradiksi, yaitu:

[; _12]6Vdan[§ ;]eVmakaB _12]+[§ ;]:[g 5 gV

Jadi V bukan merupakan ruang vektor

. Sub-ruang vektor
Diketahui V ruang vektor dan U subhimpunan V. Kemudian U dikatakan sub — ruang
dari V jika memenuhi dua syarat berikut:
1. Viu7eUmakau+v €U
2. Vu € U dan Vkadalah scalar maka ku € V
Contoh 4.3
Diketahui: V = R3
U={(ab,c)lb=a+ca b,c€R}

Tunjukkan bahwa U sub-ruang V.
Jawab
1. Ambil sebarang &, v € U akan dibuktikanu + v € U

Misal # = (a4, by, ¢;) dengan b; = a; + ¢,

7 = (ay, by, c;) dengan b, = a, + ¢,
u+v = (a;+ay by + by,c; + ;) dengan by + b, = (a; +¢1) + (a; +¢3)
b, + b, = (a; + ay) + (¢; + ¢,)

Ini berarti terbukti bahwau + v € U
2. Ambil sebarang u € U dan k sebarang skalar akan dibuktikan ku € U

Misal & = (a,, by, ¢;) dengan b; = a; + ¢,

ku = k(ay, by, ¢;) = (kay, kby, kcy) dengan kb, = k(a; + ¢;)

kb, = ka, + kc;
Ini berarti terbukti bahwa ki € U

Dari 1 dan 2, maka U sub-ruang V

. Kombinasi linier
Vektor v dikatakan merupakan kombinasi linier dari vektor — vector vy, v5, ..., v, jika v
dapat dinyatakan sebagai:

v = kyv; + kv, + -+ kv, dengan k4, k,, ..., k,, adalah skalar
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Contoh 4.4
(9, 2, 7) adalah kombinasi linear dari (1, 2,-1) dan (6, 4, 2), sebab:
(9,2,7)=-3(1,2,-1) +2(6,4,2)

Contoh 4.5

Diketahuia = (1,2),b = (-2,-3) dan ¢ = (1,3)

Apakah ¢ merupakan kombinasi linier dari a dan b?

Jawab

Misalkan ¢ merupakan kombinasi linier dari @ dan b, maka dapat ditentukan

nilai untuk k, dan k, dari persamaan ¢ = k,a + k,b

HH R R |

Digunakan operasi baris elementer untuk menyelesaikan sistem persamaan linier di

atas, yaitu:

[15] = 1 -2 1] [1 -2 1 1 0 3
= 2 -3 3| o 11 0011

Diperoleh,

L)

Nilai k, dan k, bisa diperoleh, jadi ¢ merupakan kombinasi linier dari a dan b yaitu

c=3a+b
. Membangun
Diketahui V ruang vektor dan S = {5,,5,,... 5,} dimana 5;,5,,...,5, € V. S dikatakan
membangun V jika:
V¥ € V, maka v merupakan kombinasi linier dari S, yaitu:
v = k8 + k5, + -+ k,5,dengan k4, k, ..., k, adalah skalar
Contoh 4.6
Periksa apakah S = {(1,2), (1,3)} membangun R?!
Jawab
Ambil sebarang u € R?, Misal i = (a, b), maka
(a,b) = k,(1,2) + k,(1,3)

= (ky,2kq) + (kz, 3k3)

= (ky + kp, 2k; + 3k;)
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a=k,+k,>k,=a—k,
b =2k, + 3k,

b =2(a — k,) + 3k,
b=2a- 2k, + 3k,
b=2a+k,—>k,=b—-2a

klza_kz
k,=a—-(b-2a)
k, =3a—b

Karenaa diperoleh k;, =3a—b dan k, =b—2a, ini berarti S=1{(1,2),(1,3)}

membangun R?

. Bebas Linear

Vektor — vektor di S dikatakan bebas linier jika persamaan
0 = k,5; + k,5, + -+ + k,, 5, hanya memiliki penyelesaian k, =k, = ... =k, =0
(atau jika diubah ke bentuk SPL, penyelesaiannya adalah trivial), jika ada penyelesaian
lain untuk nilai k4, k,, ..., k,selain 0 maka dikatakan vektor — vektor di S bergantung
linier.
Contoh 4.7
Periksa apakah S = {(1,2), (1,3)} bebas linear!
Jawab
(0,0) = k,(1,2) + k,(1,3)
= (kq, 2kq) + (kz, 3k3)
= (ky + kp, 2k; + 3k;)
0=k, +ky, >k =—k,

0 = 2k, + 3k,

0 = 2(—k,) + 3k,
0 = —2k, + 3k,
0=k, >k, =0
k, = —k,

k, =0

Karena diperoleh k; = 0 dan k, = 0, ini berarti S = {(1,2), (1,3)} bebas linear

27



G. Basis
Misalkan V ruang vektor dan S = {5,,5,, ... 5,,}. S disebut basis dari V jika memenuhi
dua syarat, yaitu:
1. Sbebaslinier
2. SmembangunV
Contoh 4.8
Berdasarkan contoh 4.6 dan contoh 4.7 maka S = {(1,2), (1,3)} dari R?
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Latihan IV

1. Tentukan apakah W dengan operasi standar merupakan sub-ruang My, jika

w Z{[CCL Z]la =—d,a,b,c,dE€ R}

2. Tentukan apakah W dengan operasi standar merupakan sub-ruang M2z, jika

w :{[(C) g]la,b,c,d ER}

3. Diketahui: U = {4, B,C, D}

A:[g _66]’B:[—01 _ol]’cz[—?z :Z]’D:[—ll g]

a. Apakah U membangun M2,?
b. Apakah U bebas linear?
c. Apakah U basis M2.?
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